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1  Mengen, reelle Zahlen, Gleichungen

1.1 Grundbegriffe der Mengenlehre

1.1.1 Mengenbildungsprinzip

Def.. Unter einer Menge verstenen wir die
Zusammenfassung
gewisser, unterschiedlicher Objekte, Elemente genannt,
zu einer Einheit.

Darstellungsformen:
- beschreibende Darstellung
M = {x ¢x besitzt die Eigenschaft E,, E, ...., En}

- aufzdhlende Darstellung

M={a;; a, ....;a,} endliche Menge
M={a; a, ........ } unendliche Menge

Beispiel zur Darstellung:
1. beschreibende
M,={xcxist reele Zahl und Losung der Gleichung x?2 =1} =
={-1; 1}
2. aufzéhlende
Menge der natUrlichen ZahlenN ={1; 2; 3; ...}

Zugehorigkeit zur Menge: al M;: Element a gehort zu der Menge M,
bl B: bist kein Element der Menge B

Die L6sung einer Gleichung fassen wir zu einer Menge

(L6ésungsmenge) L zusammen.

Besitzt eine Gleichung keine Losung, dannist L eine leere Menge :

L={}

Beispiel: x2+1=0 Loésung hat keineredllenZahlen L ={}




1.1.2 Mengenrelation

Def.. Teilmenge: Eine Menge A heild Teilmenge einer Menge B,
wenn jedes Element von A auch Element von B ist.

Al B  (AistinB enthalten)
Bsp.: A={1;3;5 B={-2,0;1;2:3:4,5¢ Al B={1;3;5}

Bsp.: M, ={0;2;4 M,={2;4;6} M. E M,

Def.: Gleiche Mengen: A=B Zwel Mengen A und B heil3en
gleich, wenn jedes Element von A auch ein Element von B ist
und umgekehrt.

1.1.3 Mengenoperation

Querschnitt (©) , Klchenrezept”: gemeinsamer Tell
(auch als Schnittmenge bezeichnet)

Vereinigung  (E) , Kiichenrezept”: ales

Differenz (\)

C Die Schnittmenge zweier Mengen A und B ist die Menge aller
Elemente, die sowohl zu A als auch zu B gehdren.

ACB

Beispiel zu Schnittmenge: ein System von zwei Ungle chungen:
2X-4>0 und Xx<3
2X>4
X>2

Li={xex>2}  L={xex<3}
Die Schnittmenge von L, und L, ist die gesuchte L 6sungsmenge L
L=L,UL,={ xg2<x<3}
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E DieVereinigungsmenge (SUMME) z2weier Mengen A und B ist
die Menge aller Elemente, die zu A oder zu B oder zu beiden
Mengen gehdren.

al AEB
al AUai B
Beispiel zur Vereinigungsmenge
M;={XQE£XE 1}

M, ={xc¢l £ X£ 5}
M, E M,={xCOE£ x £ 5}

\  DieDifferenzmenge (Restmenge) zweier Mengen A und B ist
die Menge aller Elemente, die zu A; nicht aber zu B gehdren.

al A\B
al AUal B



1.2 RedleZahlen R

1.2.1 Darstellungsformen der Probleme

Abb.: Darstellung reeller Zahlen auf einer Zahlengeraden

Eine Zahlengerade stellt ein eindimensionales Problem dar.

Ein Koordinatensystem beinhaltet ein zweidimensional es Problem.

Ein Raum beinhaltet ein dreidimensional es Problem.

1.2.2 Grundgesetze der Rechenoperationen (+); (-); (%; (1)

1. Summe, Differenz, Produkt und Quotient zweier reeller Zahlen
ergibt wiederum einereelle Zahl.
(Die Division durch Null ist nicht erlaubt.)

2. Addition und Multiplikation sind kommutativ atb=b+a
axb=Dbxa
3. Addition und Multiplikation sind
assoziative Rechenoperationen
at(b+c)=(a+hb)+c
a X(b xc) = (a xb) xc

Bei Ungleichungen athb (akleiner b oder a gleich b)
( a<b U a=b )
asb ( a>b U a=b )
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1.2.3 GRUNDLAGEN flr das L dsen von Gleichungen im Bereich
der reellen Zahlen Z.

Algebra:
(-a)=a NEENEY
-(a+b)=-a-b I
(-a) xb = -ab I
(-a) x(-b) = ab I
Potenzgesetze:
amxan:am+n 8.0:1
ar-a=am" ai”:a”xa
a" xb™M= (a xb)™ an=a"
(am)n:amxn a% :Q/a
Wurzdl:
a=b P b'za a3 0:nl N
L ogarithmus:

logpba=n P b"=a

-wichtig bel Bestimmung der beiden Gleichungen a>0 b>0
-wichtig bei Bestimmung der Definitionsmenge bl 1l
log,a=1

log.1 =0

Ioga (bl xbz) = Ioga bl + Ioga b2

loga % = logab; - logab,
logab"=r xlog, b
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1.2.4 Partialdivision / Polynomdivision

Beispiele:

1)  (49a”- 25x% - 9b* - 30bx) : (7a+ 5x + 3b) = 7a- 5x - 3b

2) (C-x-5x-3):(F+2x+1)=

3) (¢C-xX-5x+1):(x-3)=

4)  (12a°-8a'n-6a’h®-1):(a-b)=



1.3 Glechungen

1.3.1 Quadratische Gleichungen

Allgemeine Form:  ax*+bx+c=0 ato

Normalform: X+px+q=0 D=R

Definitionsmenge: Menge aler Werte, fir welche eine Gleichung
erfillt werden darf. Die Gleichung hat fir alle
Werte aus der Definitionsmenge einen Sinn.

Quadratische Funktion: y=ax’+bx+c (Parabel)

1. a>0 2. a<o

Abb.: Quadratische Funktionfir 1.a>0und 2. a<0

Nullstellen:
Allgemeine Form Normalform
ax‘+bx+c=0 X*+px+g=0

Diskriminante D

D ]
— 2 U _gPh
D=Db"-4ac 4—gg q
2
_ P 0 _
Xl__2+\/gﬂ q
el
__ P 0.
X2="75 gﬂ 9
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Fallunterscheidung fur die Allgemeine Form der Quadratischen

Gleichung
Fadla D>0 Falb: D<O Falc. D=0
_-b++/D | X, % sind komplexe Zahlen . =y = _-b
%= oa b+ifD 4T T2
=",
y _-b- /D _-b-i/D
27 2a 27 2a
a>0 a>0 a>0
a<o0 a<o a<o
ax’+bx+c= ax’+bx+c= ax’+bx+c=
ax- %) XX %)|_ e & dac- b0 =a(x- %)’
X208 " 4az {

Satzvon VIETA:

ax’+bx+c=0

X*+px+q=0

[ X +X=-p
oder |
P X x% =0



Beispidl:

1) X +x-6=0

X1 =-3 , Xo=2
2) 2X - (X +2)* = (x- 2)*- 4(x + 1) D=R
X1 =2 Xo=1
2
3) 2X)2(++2)2()f4:1 D=R\{x2¢ + 2x- 4= 0}

L={2}
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1.3.2 Bi-quadratische Gleichungen

Eine algebraische Gleichung 4. Grades vom speziellen Typ
ax*+bx?+c=0 , ato

(estreten nur gerade Potenzen auf)

hei 3t bi-quadratisch und &3t sich durch die Substitution
X2 =z

In eine quadratische Gleichung tberfhren.

Beispiel:

x*-10x*+9=0

L={-3,-1,1, 3}
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1.3.3 Kubische Gleichungen

Allgemeine Form: [@x@ +bx2+cx+d =0 [:a alto
D=R
b C d
342 y2 42 ==
x+ax +aX+a 0
Substitution X=2Z- £
®& bd be b ce bo d_
" Zg Tad’ 3a0 " adt’ 3aﬂ+a_0
X
X
X
Normalform: z3+3pz+29=0
_3ac- b? 20 bc d

mit 3p= 257 und 29 = 5723 32 T a

L 6sungen in Bronstein, Semendjajew in ,, Eigene Formel sammlung*

K ubische Funktion y=ax3+bx2+cx+d
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1.3.4 Wurzelgleichungen

Eine Gleichung in der eine Wurzel vorkommt.

m

y=Xn  Wurzefunktion

1 3 1
Abb.: y = X2 y = X2 y =x3
Funktion: y=Xxn

-3 -1 -2
Abb.: y=x?2 y=x3 y=x3
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Allgemeine Formeln fir natiirliche Potenzen n.mI N xR
AUSWENDIG. NOTWENDIG ZUR LOSUNG DER WURZEL GLEICHUNGEN

1) X0 =1 fir  xt0
| iy .

2) XM=1m far x* 0
m

3) xn =R%/xm  far x>0
1
xn = {/x
_m 1

4) Xn =

Umformungen mit Potenzen und Wurzeln

XM xxN = xm+n n/Xxy:\/;)q/y

X" X _ ¥

XN y W

(xxy)" = xnxyn Yxm =(Vx)"
ygzi_: Yfx =" = xo
(xm)" = xm
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Beispiel:
1) 7+3V2x+4 =16 D ={xx3 -2}
_|2
L‘[2]
2) J2x+19+5=0 D ={x2x + 193 0}
Probe:

3)  JXx-Ax-1=42x-1 D =

Probe:

L={1}
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1.3.5 Exponentialgleichungen

Die Variable tritt ausschliefdlich im Exponenten auf.

ax, a>0, all

<
[

Abb. a>1 a<l
L 6sungsmethoden:

1) DURCH EXPONENTENVERGLEICH

Beispiel:
1) ax+2 = g2tx-9 Endgestalt

2) 24xx — 8x+2

X=6
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2) DURCH L OGARITHMIEREN

Beispid 1) 10°=2  /log. oder direkt aus der Def.
x=log 2

Beispiel 2) 3% = 4% x2* / 1og.

_ -4lg2
X = lg3- 312 » 2,83
Beispiel 3) 2% 4 21 = gr 4 32 X » -2,97

3) DURCH SUBSTITUTION A*= 7

Beispidl:

1) 10% - 10*=90
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2) &+ 6e*-5=0 D

R X1:|n3,X2:|n2



1)

2)

3)

4)

5)
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Allgemeine Exponentialformeln
AUSWENDIG. NOTWENDIG ZUR LOSUNG DER
EXPONENTIALGLEICHUNGEN

a* ., a>0 und xI R
axxay = axty

ax )

a -

(aX)y:aXXy

[EEY

Yar =ay = ()
b =(alowb)
Beweis. beidseitiges Logarithmieren
log, b = log,(a'P)

log, b= Iogab><loga a

=1
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Beispidl:

1) o« =27

2) 4t =64 x+1 D ={xx3 -1} L = {35}
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1.3.6 Logarithmische Gleichungen

Jede positive reelle Zahl (r > 0) ist als Potenz einer beliebigen
positiven Basiszahl (a> 0, a! 1) darstellbar:

X
r=a

daraus wird der Exponent x als Logarithmus definiert

X=10g,r

Wenn die Variable x ausschliefdich im Argument von
L ogarithmusfunktionen auftritt y = log, X werden sie als
logarithmische Gleichungen bezeichnet.

Durch die Forderung, dal alle Argumente positiv sein missen, ist es
unbedingt erforderlich den Definitionsbereich der Ausgangsgleichung
Zu bestimmen.

L ogarithmusfunktion: y =log, X

Definitionsbereich: Xx>0!
a>0
all

Abb.: Logarithmische Funktion fira>0Ounda? 1
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Allgemeine L ogarithmische Regeln
AUSWENDIG. NOTWENDIG ZUR LOSUNG DER LOGARITHMISCHEN

GLEICHUNG
r=a p X=logar
r>0, a>0, atl

loga1=0
log.a=1

1
n

log,(b°) =c¥og,b  und  log, Vb= Ioga(b ) :%xlogab

loger =Inr

logier =logr=Igr; BRIGGscher Logarithmus

|0g.(r, x3) =loga 1, +10g, 1,

r
Iogar—lzlogarl- log, I,
2

_logyr
Iogar_logba
_Inr _ Inr _
19" =110~ 23026 = 04343Xnr
_lgr _ lgr _
Inr_lge_0,4343_2’3026>49r

ab — elnab
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Beispiel:
1) logs X + logs (2x - 1) = logs (X + 4)
L={2}
2 In(x-])+2=4 L={1+ &)
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1.3.7 Trigonometrische (Goniometrische) Gleichungen

Sinus- und Kosinusfunktion

Abb.: Sinusfunktion

Abb.: Kosinusfunktion

Eigenschaften der Sinus- und Kosinusfunktion (ki Z)

y=snx Y = COS X
Definitionsbereich -¥ <x<¥ -¥ <x<¥
Wertebereich -1£y£1 -1£y£1
Periode 2p 2p
Symmetrie ungerade gerade
Nullstellen Xk = Kp X, =%+k>p
Relative Maxima _p X, =Kk *X2p
(bei y = 1) X =75 +kxp
Relative Minima _3 X =p +k>X2p
(bei y =-1) X =P +kxp
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Tangens- und Kotangensfunktion

Abb.: Tangensfunktion

Abb.: Kotangensfunktion

Eigenschaften der Tangens- und K otangensfunktion (ki Z)

y = tan X y = cot X
Definitionsbereich xI R mit Ausnahme | xI R mit Ausnahme

der Stellen der Stellen

p £ lop X = kP

Wertebereich - ¥ <y<¥ -¥ <y<¥
Periode p p
Symmetrie ungerade ungerade
Nullstellen X = K> _b 0 kop
Pole xk=%+k>13 Xk—kxp
Vertikale Asymptoten = % +Kxp X=Kk>p




-25-
Einige wichtige Allgemea ne Trigonometrische Regeln
NOTWENDIG ZUR LOSUNG DER TRIGONOMETRISCHEN GLEICHUNGEN
DER REST IN BRONSTEIN & SEMENDJAJEW

sn(- x) =- sinx

cod - X) = cosx

tan(- x) = - tanx

cot(- x) = - cot x

% verursacht die Transfor mation der trigonometrischen Funktion:
cosg%- xg: +sinX cosg%+xg=-sinx
S ng% - xg: +COSX S| ng% + xg: +COSX
teng> - xgz +COt X tend> + xgz - cotx
cotZy - Xo= +tanx cotZ + Xo= - tanx

Die Vorzeichenregel fur die neue Funktion

Die neue Funktion erhdlt das V orzeichen von der Funktion, aus der
sie entstanden ist
(oder anders ausgedriickt: das Vorzeichen fir die transformierte
Funktion bestimmt die alte Funktion).
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p verursacht keine Transfor mation:

codp * X) =- COSX

sin(p + x) = Fsinx

[
I+

tan(p + x) = +tanx

+ cot X

cot(p + x)

Trigonometrische Funktionen im rechtwinkligen Dreieck

sna = tana =

COsxa = cota =

Qo Tl

ol oOlo

Elementare trigonometrische Beziehungen

tanx = INX cot x = =X
~ COSX ~ sinX

Trigonometrischer Pythagoras

sn2x+cosx=1

Formeln fir den ., doppelten* Winkel

SIN2X = 2SN X COS X
COS2X = COS® X - SiN° X =1- 2sin®x=2cos’ X - 1

2tan X

tan2x = >
1- tan“ x
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Umrechnungen zwischen den trigonometrischen Funktionen

1
2y = =
1+ tan X_coszx P cosx=z% 1+ tan? x
1+cot?2x = 1 P sinx=+ 1
—sin?x T J/1+cot2 x
tan? x . tan x
2y =— =+
1+ tan? X SN2 x P sSinx=x% 1+ tan? x
cot? x cot X

+ 2 — =+
1+ cot? x coS X P cosx * A+ cot? x

Additionstheoreme

Sin(Xi y) = SINXCoSY * cosXsiny
cos(xt y) = COSXCOSY F sinxsiny

Formeln fir Summen und Differenzen

. . . X+ X -
smx+smy=23|nX2y>cosTy

: : +y . X-
SINX - smy:2003¥>6m7y

X + X -
COSX + COSY = 2C0S 5 Y mosTy

. X+y . X-
COSX- COSy = - 2sIn 2y>e|n7y
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L OSUNGSMETHODE

Eine algemeine Ldsungsmethode 1873t sich nicht angeben.
ABER (KUCHENREZEPT)

egal wie kompliziert die trigonometrischen Ausdrticke / Funktionen in
der Gleichung erscheinen, gilt in der Regel:

Man mul3 sie so lange umformen bis man zu dem

LETZTEN ELEMENTAREN AUSDRUCK GELANGT, UND ZWAR:

sin(nx) =0 sin2x=0

cos(nx) =0 cosx =0
z.B.

tan(nx) =0 tan5x =0

cot(nx) =0 cot3x=0
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Beispidl:

sinx+cosx=1

Lésung: x=2Kkp - k=%0,1, 2, ...
x:%+2kp - k=%0,1, 2, ...
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Beigpiel:

cCosSX+cos2x=0

—

X =p +2kp
L_i_XZ:B+2kp k=%0,1,2, ..
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1.4 Ungleichungen
L6sungen sind in der Regel INTERVALLE.
Es gelten die gleichen mathematischen Regeln wie bei den
Gleichungen.
Ausnahme:
BEI MULTIPLIKATION (BZW. DIVISION) BEIDER SEITEN MIT EINER
NEGATIVEN ZAHL K < 0 SIND DIE RELATIONSZEICHEN WIE FOLGT ZU
ANDERN:
aus < wird >,
aus £ wird 3,

aus > wird <,

aus 3 wird £ .

Wichtigster Unterschied und gleichzeitig eine Regel:

Bei Ungleichungen muf3 eine FALLUNTERSCHEIDUNG
vorgenommen werden.
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Beispid:
1) 13x-5<18x+5 D=R
L: xl (-2 ¥)
+
2) 2;( : 11< 1 I Fallunterscheidung !

Lg=L:E L,=(-2: 1)



15 Betrag
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Unter dem Betrag [x| von xI R versteht man die nicht negative Zahl.

I X
|Xl_f-x

Beispiel:
13| = 13

25| = 25

Betragsgleichungen

aus der Def.: F

fur x3 0Q
fur x£

3-5/=|5-3|=2

1-5-3|=11-2|=1

X-4=3x+5

U (x-4)=3x+5

U -(x-4)=3x+5
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1.6 Binomischer Lehrsatz, Fakultat

Unter einem Binom versteht man eine Summe aus zwel Gliedern der
allgemeinen Form
a+ b.

Die n-te Potenz eines solchen Binoms |&% sich dabel nach dem
Binomischen Lehrsatz wie folgt entwickeln:

+§I:] 1%.1 )bn—l +$%O )bn

Dabel bedeuten:

nl N

(a+b)" : n-te Potenz eines Binoms

$g . (,n Uber k*) Entwicklungskoeffizienten
(Binomialkoeffizienten)
aa0 _ n! 1% Xn- K- DXn- K)x.Xn- D)
&kg™ kIxn- k)! ~ (12x...5k) X1x2%...on - K) -
(n- k+DHn- k+2)x..%xn- 2)Xn- 1) »n
B K!
(n-)!'n=n! n! : Fakultat

nt(n+1)=(n+21)! Nl = 12>83x6x....XN - 2)Xn - 1)>n
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Beispiele:

51 x6 = 6! 8! x9 =9l 6! = 12:3x5%6

ano _ B0 _

e0g™ 1 e0g™ 1

a0 _ 0 B0 _ 5

elg™ elg™

aa0 _ B0 _

eng™ 1 by~ L

am0_aen o B0 _ B8O .
kg~ en- kg P &g~ by ~ Ymmetrie
w6+aen 60 _aa+l1o b 386+386_£+16_396
ekg ek +1g” ek +1g &g 83 e 3 g &3¢

w6+aen 0 _ aa+1o
kg &k-1lg e k g

Nach Anwendung der oben angegebenen Zusammenhange lautet der
Binomische Lehrsatz:

(a+b)" =an +gal%1”-1><b+$%ln-2 X2+...... +§E‘ 1%1><b”-1 + o

o and .,

= < n- k pk

A &k
B8O 8 _6IXIx8 78 *e80 . .
Do @l = @l - 10 - 28 23 g nicht definiert
B0 _
e3g™~ .

?23 nicht definiert

60

ellg™
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n=0 (a+h)’=1

1 (a+b)i'=a+b

S
I

(a+0)* =t + b + b2

-]
I
N

=3 o =S B - B

X X

1=5 (oo St Bt o Bt B

Binomial koeffizienten

Sie kdnnen auch direkt aus dem folgenden sogenannten
PASCALschen Dreieck abgelesen werden

300
e0g
a0 a0
e0g €lg
a20 a20 a20
e0g elg 20
a30 a80 a30 a0
e0g elg 20 e3g
a0 a0 a0 a0 a0
e0g elg 20 e3g g
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Das PASCA Lsche Draleck entsteht durch Addition der Summanden:

n-te Potenz
desa + b Binoms

Zellenzahl
1 0
1 1 1
1 2 1 2
1 3 3 1 3
1 4 6 4 1 4
1 5 10 10 5 1 5
1 6 15 20 15 6 1 6
1 4 21 35 35 21 4 1 4

Der Koeffizient $g steht dabi in der

n-ten Zelle an
(k + 1)-ter Stelle

&0_ 9 _ 4%

_ @O T 567
€30~ 3T 2

g™ 4@ = 23 90

=10

Damit kann die n-te Potenz eines (a + b) Binoms bestimmt werden:
(a+b)° = a° + 6ah + 15a%b? + 20a%? + 15a%b* + 6ab® + b

Ersetzt man den Summanden b durch - b, so erhdlt man die
Entwicklungsformel fir die Potenz

(@-b)"

(a- b)°=a®- 6ash+15a%2 - 20a%h? +15a2b* - Gabs + b



Beispiel:
1
prt |
1) T =(n;3 =n+1l
(n+1)!
a0
ekg
2) =
&en o
ek +1g
10n+l
(n+2)! _
A To
n!
1
I?D2n+3
2 (2n+3i.>Q _
(2n+1)!>Q2n+l
1
(2n+2)! _
R
(2n)!
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_k+1

“n-k

_ 10

n+1l

_ 1
“8X{n+1(2n+3
_ 1

(2n+12)(2n+2)



