2  Vektoralgebra

2.1 Definition enesVektors

- Skalare
- Vektoren
Def ..
Q Ein Vektor ist eine mathematische
Ende Grof3e, die durch Angabe von:
P/ _ Mafizahl (MaReinheit)
Anfang - Richtung
BH®
a="PQ Vollstandig beschrieben ist.

Spezidlle Vektoren:

—

- Nullvektor 0
- Einheitsvektor €  |€|=1 Der Betrag vom Einheitsvektor ist 1

Ha®

- Ortsvektor r(P)=0P

)

B®

r=0P

Y
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2.2 Gleichhelt und Parallditat

Def.: Gleichheit

a und b sind gleich, wenn sie in Betrag und Richtung
tberei nstimmen.

5/

Vektoren sind parallel, wenn sie gleiche Richtungen besitzen.

NN e

Vektoren sind invers, wenn sie gleichen Betrag und entgegengesetzte
Richtungen besitzen (antiparalldl).

Q|
1
Q

V ektoren sind orthogonal, wenn sie senkrecht zueinander stehen.

a b




2.3 Vektoroperationen

2.3.1 Addition von Vektoren (Summes)

§ — —
b d+b=5s
a L
Kommutativgesetz Distributivgesetz
da+b=b+a (a+6)+6:a+(6+é):§

O

2.3.2 Subtraktion von Vektoren (Differenz d )

Def .
Die Subtraktion von Vektoren ist die Umkehrung der Addition.

d=a-b=a+(-b)

Vektor (- b) ist der zu b inverse Vektor.
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K onstruktion des Differenzvektors d

g
V a
— .

Q|

Q)

1l

Q

1

O
Ul<

Parallelogrammregel fur Addition und Subtraktion von Vektoren

$=ad+b

(@]

d

a-

b=I xa ist ein Vektor
Vektor b :
Betrag:  [b|=|l Ml
Richtung: | >0: b--a parallel
| <0: b-"a antiparallel

| =0: b Nullvektor
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Eigenschaften der Multiplikation mit |

| mxa) =1 xmxa

(I +mpa=1 sa+md
| >(a+6):| xa+1 b

| xi=0 b | =0 U a=0
(-1)a=-(a)

Beispiel:
1) Folgende Vektorgleichung ist nach X aufzul 6sen:

5x+%- (2a+6b) = 4§<- b3, 4

Ul

. 5

X S

2

2) Man vereinfache folgende Vektorsumme

3a+3b- 2c)+poa- (2a+7b)- %(126- 18¢) +(1- p)a
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2.4 Vektorrechnungim 3-dimensionalen Raum

2.4.1 Komponentendarstellung eines Vektors

Festlegung eines rechtwinkligen K oordinatensystems:
X, Y, z—Achsen mit drei paarweise
aufeinander senkrecht stehende
Einheitsvektoren &,,8,,&,(1", ], K)

auch als Basisvektoren bezeichnet
Abb.: Rechtwinkliges Koordinatensystem

Zerlegung eines Vektors d in Komponenten:

Abb.: Zerlegung eines Vektors a in Komponenten:

Ba®

OP=a=4,+4d, +4, mit

B®

OP =d=a,d +a, xj +a,x

a, U
| werden als skalare Vektorkomponenten von a
y oder als V ektorkoordinaten bezeichnet.

a,p

Fir die Darstellung eines Vektors @ gentigt daher die Angabe eines
Spaltenvektors.
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a&,0 aXx0
BH® g - g - BH®
OP =a-= a,.=cy. da OP =xX +yxj +zxXK
Sa5 bzb
aa, 0
%® g - R
OP=a=a, X +a,xj +a,xk = éay_=r(P) Ortsvektor
a0

PH®
Darstellung eines Vektors PP, mit gegebenen Punkten Py, P:

= (Xl, Vi Zl) und Anfangspunkt  (j
' wichtig!
P, = (xz,yz,zz) Endpunkt i;
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Komponentendarstellung fur Einheltsvektoren:

25
8, =1 =1 +0x] +0XK = 0.
S5
r 29
] éy:]*:Ox”+1><]*+O>4Z=91:
K S5
66
& =K = 0¥ +0x] +1xK = 0.
S5
66
Nullvektor 0=0x +0x] +0xk :90:
Sob
Betrag eines Vektors.

Abb.: Zum Betrag eines Vektors
B® BH® B® BH®

0P|=a OP =0P¢+ P® =4
Ya®
OPg=,/a’+a,
P®
|P®|=2a,

aus Pythagoraserhdlt man @ =|(OPQf +|( P®)f
a’=a’+a’ +a’°
a=a=.a’+a’+a,
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Beispiel zum Betrag eines Vektors:

B®

Betrag von OP mit P(3,— 2,1)

3
-2
1

8
1O

%®

F(P)=0P =xX +yxj+zxk =3 - 2] +1k =

MO O

Q-

F(P)|=/X2+y?+Z =/9+4+1=+/14

Beispiel zum Betrag eines Vektors:

Ba®
Betrag des Vektors PP, , wenn

B =(x,Y..2)
P =(%.Y,.2)

Ba®

P1P2 =(X2’ Xi)r+(y2' yl)T+(22_ Zi)l2

2.6 ?(z'xig
Plpzzéyz' yli
Z-29

B®

IRR|= \/(Xz - X1)2 +(Y, - y1)2 +(z - 21)2

Ba®
Mittelpunkt des Vektors PP,

R =(x.Y.2)
P =(X2’y2’22)
Sz(xs’ys’zs)

S=@TX itY, 24250

&€ 2 ' 2 ' 2 b
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2.4.2 Vektoroperationen

1. Multiplikation mit einem Skalar

@yo géxaxo
I><a—l>< = I><ay_
éazg él xa, 0

2. Addition und Subtraktion

&0 abo e tho
atb = Qay;_rgby%: ‘a, th, .
65 S5 Satbp
Beispiel:
Berechne mit den Vektoren
20 a@g
a=%3" b= 90;,
é4ﬂ élﬁ

dieSumme §=4a+3 - 8C.

5

5‘.|..|. 10

MO O
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Beigpiel:

Welche Koordinaten besitzt der Punkt Q, der die Strecke von
B =(- 4,32) nach P, =(1,0;4) halbiert?

(- L5153

Q
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2.4.3 Skaarprodukt zweier Vektoren

Definition:

a>p =|apbpcog = axxcos
0°£] £180°
Of£j £p

Zwel Vektoren sind senkrecht zueinander,
wenn das Skalarprodukt = 0 ist

a=0 b ab
Orthogonalitat, j =90°

Skalarprodukt aus den skalaren Komponenten:

a=a i +a, X +a,%k
b=b 5 +b, xj +h,

i x] =[ jpeos90°=1x1x0=0= ] >k =i %]

i 4 =[P peos180°=1xxL=1= | x] = k %

AUS: asp =|apopcos =ab, +ab, +ab,
b +ab +ab .
cos| e ayZ e :cos(a,b)

|ahol
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Richtungswinkel a, b, @ desVektors a

Die Richtung eines Vektors a im Raum wird durch die
Richtungswinkel a, b, g des Vektors & mit den Koordinaten

X, Y, Z festgelegt.

Abb.: Richtungswinkel a, b, g desVektorsa

Esist der Vektor a mit seinen Koordinaten gegeben:

a@xo 230 abo abo
a=r(P)= ay— I"=90£; ]’=91£; R’:éoi
a,0 Og 0o 1%

Wir bilden ein Skalarprodukt des Vektors @ mit den
Einheitsvektoren:

@Xo ado

a : ax =|apipcosa x‘?o =|ali pcosa
0o
@Xo a@o

b ax =|lakjpcosb  Ca - xi1: =|apjpcosb

éazg é%

g  axk =|agkpcosg ¢ Tx‘?of:|a|*k'|>cosg

mit |d|=a und || |=1, | |=1, |IZ|:1
erhat man:
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coqd, x)

o | L oL

COsa

cosb =~ coqd,y)

cosy =2 cog4,2)
a
Man bilde jetzt die Summe der Quadrate der Richtungskosinus:

2 .2 2
cos’a +cos’ b +cos’g :c?;; +?;Q% +%g =

_ey2+aj“+af__a2
= > =

=1
a a’

Richtungskosinus cosa, cosb, cos g sind vonenander
abhangig:

cos’a +cos’b +cos’g =1

Beispiel:
Berechne den Winkel j zwischen & und b.
&30 a0
a=% 1L  ud bB=g2.
é 2 & éAB

] =arccos0,5249 =58,3°
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Beispidl:
Vektor & mit [8|=5 bildet mit x- und y-Achse einen Winkel 60° und
mit der z-Achse einen Winkel g Berechne gund bestimme Vektor a.

cos’a +cos’b +cosg =1

cosg =
COosg = =0,7071
ax =

ay:
aZ:

Q)
1
1
dOO O
N
[6)
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2.4.4 Vektorprodukt zweier Vektoren

Im Gegensatz zum Skalarprodukt ist eine vektorielle Multiplikation
zweier Vektoren

~ Richtungg
a b an Vektor@ gg
8 ® Betrag o

“b=¢, c¢ra U ¢rb

Q

Definition:

Geometrische Deutung:

Abb.: Vektorprodukt
Betrag von C: Ic|=|a” b|=|apbpsinj
1) C ist ein Vektor

2) C ist sowohl zu a alsauch zu b orthogonal
3) Betrag [C| entspricht der Flache des d,b Parallelogramms

A=laph, mit h=|b|sin]

[cl= A=lapopsinj
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Doppelte V ektorprodukte

Esgilt: ~ a’ (b ¢)=bxax)- cx{ab) und

(a”b)" c=bxax)- axbx)
Das Ergebnis sind zwei unterschiedliche Vektoren !

la’” (b+c)=a b+a’ ¢
Distributiv :(é+5)'C:é'C+6'C
le (a+6):c’ a+c’ b
Anti-Kommutativ
a b =-(6" ¢)

| {a" b)=(1>a) b=a (I )

Bedingung fur die Parallelitét (Kollinear):
Zwei Vektoren sind parallel zueinander, wenn das V ektorprodukt = 0
da"b=0 b a--b oder a- b,
dasinj =0ist.
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Berechnung des V ektorproduktes aus den skalaren Komponenten.

a’ 6=(ax>4ﬁ+ayx]*+az>42)’ (bx>q”+byx]*+bz><|2):
=a (7 T)+a (" [)+a (i K)+
+a, (7 T)+a, (7" 7)+a, (] K)+

+a2><bX(IZ’ F)+az><by(IZ’ T)+az>bz(E' IZ):
a b= (aybZ - azby)>q"+(azbX - ab,) ><]'+(axby - aybx)xlz

an%' ai%é
a’ b=dap,- ab-

gab, - ab g

Man erhdlt das Vektorprodukt als eine dreireithige Determinante einer
Matrix

Q|
O
1l

i K

a a, a  wobe

b, b, b,

a’ b=ahb,x +ab xj+ab xk-ab xk-ab - ab, X

a b= (aybZ - azby)xf +(a,b, - ab,)xj + (axby - aybx) K
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Beispidl:
3 2 0
D=1 3 1=
4 5 4
D= =21

Beispiel:  Flacheninhalt zwischen & und b

el o 320
=25  ud  b=250.
é 2 & §3B
c=a b=
A:l(‘fl:

18,
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2.4.5 Spatprodukt zweier Vektoren

Gemischtes Produkt

Bezeichnung: 'a,b,c' - Spatprodukt

:3,6,6: =a>(6’ c)z(a’ 6) === Skalar

Unter dem Spatprodukt [a,B,C] versteht man das Skalarprodukt aus

dem Vektor & und aus dem aus den Vektoren b und ¢ gebildeten
Vektorprodukt b~ C.

Geometrische Deutung des Spatproduktes

Abb.: Spatprodukt. Parallepiped
axb” c)=lapb " c)pcosi = Aapcoy =

= Axh=V
(Volumen eines Parallelpipeds)

Das Volumen des von den Vektoren &, b und ¢ aufgespannten
Spatsist gleich dem Betrag des Spatproduktes [a,B,C] :

Vaw =[2.5.¢] =jaAb” )

[ab.c]=axp" ¢)=(a" b)x
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Berechnung des Spatproduktes a >(5 ’ C) aus den Komponenten der
Vektoren

a8, 0 ab, o a8, 0
a=da.  bB=d.  c=g.
g b o5
Zuerst das V ektorprodukt:
I T ¢
b c=b, b, b= (be,-be ) +(bg,- be)]+
¢, C, G
+ (bxcy - bycx)k
Jetzt das Skalarprodukt:
a0 ab.C, - bc o
a5’ ¢)={a,ghe,- b=
éach) &.c, - bea

= ax(bycZ - bzcy) +a,(bc, - be,)+ az(bxcy - bycx)

Berechnung des Spatproduktes aus den skalaren Komponenten
(Vektorkoordinaten)

[ab.c]=axpb" ¢)=
= ax(bycZ - bzcy) +a,(bc, - be,)+ az(bxcy - bycx)

Das Spatprodukt [a,B,C] &% sich in Form einer 3-reihigen
Determinante elner Matrix darstellen:

a 8 &
D=b, b b= abc +abc +abc, -
¢, C, ¢

-abc - abc, - abg, =
= ax(bycZ - bzcy) +a,(bc, - be,)+ az(bxcy - bycx)
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Beispiel: Wann ist das Spatprodukt gleich Null ?

aé('j &0 0 a0
Spatprodukt von é— b= ¢ 1: C=95;
ézg §35 135
1 4 2
a{b’ c)=[0 -1 3|=-13+24+0+4-15-0=0
2 5 13
Woas bedeutet das?
Das Spatprodukt [a,B,C] =axb’ c)=(a’ b)>c ist gleich Null.
Skalarprodukt a{pb” c)=0 U (a"b)c=0
3
a ~ (b ¢

d.h. die Vektoren a und (5 ’ C) sind orthogonal.

V ektor (5 ’ C) ist ein Vektor, der senkrecht zur Flache A ist. Wenn

Vektor a zu diesem Vektor senkrecht sein soll, muf er in der Flache
A liegen.

D.h. alledrei Vektoren liegen in einer Ebene. Sie sind komplanar.

[a,B,c]zo b a,b,c sindkomplanar

Rechengesetze:

1) Bei einer zyklischen Vertauschung der drei Vektoren a,b und €
andert sich das Spatvolumen nicht:

|a.6.¢|=[b,c.a] =[c,a.b]
2) Vertauschen zweier Vektoren bewirkt einen Vorzeichenwechsel:

a.b.¢]=-[a.cb]=-[b,ac]




