4  Differentialrechnung

4.1 Ableitung einer Funktion

Eine Funktion y=1(x) istinener Umgebung x=X, definiert.

Abb.: Differenzenquotient

Dy

Man kann immer einen Quotienten & bilden,

Dy _ f(x+h)- f(x0)= f (% +h)- T(x)

Dx Xo +h- X, h

der als Differenzenquotient bezeichnet wird.

Eine Funktion f(x) heif3 differenzierbar an der Stelle xo , wenn der
Grenzwert (siehe Kap. 3)

|imf(xo+h)' 1:(XO)
h® 0 h

existiert.

Dieser Grenzwert heilét 1. Ableitung der Funktion y=1f(x) ander
Stele X, und wird mit

f &)

bezeichnet.
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Es gibt auch folgende Bezeichnungen:

yeo) o Yhe, o Gl

Und der Name: Differentialquotient 1. Ordnung

Beispiel: Mit Hilfe der Definition soll man die 1. Ableitung der
Funktion y=x ander Stelle X, berechnen.

_ i £06 ) - £(x)
fdx,) =1im - Gl. (B)

f (% +h)=(x+h)’

f(%)=% damit: in die Gl. (B)

Satz Uber den
Zusammenhang der 1. Ableitung und dem Anstieg einer Kurve:

Ist Y¢X,) >0 , somuld die Kurvey = f(x) an der Stelle xo ansteigen.

Wenn Y¢X,) <0 ist, dann muf die zugehdrige Kurve an der
betrachteten Stelle fallen.

Abb. Zur Ableitung einer Funktion
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4.2 Die Technik desDifferenzierens

4.2.1 Die Differentiation einiger elementarer Funktionen

Funktion f (X) Ableitung f ((X)
Konstante Funktion Ch 0]
Potenzfunktion X" nx"t
Trigonometrische Funktionen sin x COS X
COS X - sinXx
1 2
tan x =1+tan°x
cos” X
1
cot X - ———=-1- cot®x
SN X
Exponential funktionen e e
a aIn a)
L ogarithmusfunktionen In x }
X
logaX L
xXIna)
: 1
Wurzelfunktion JX =
2%

JEDE ABWEICHUNG EINER FUNKTION (DIE ABGELEITET WERDEN SOLL)
VON DER ELEMENTAREN FUNKTION, DIE SICH IN DER 1. SPALTE DER
TABELLE BEFINDET, BEDEUTET EINE VERKETTETE FUNKTION.



4.2.2 Differentiationsregeln

Faktorregel
y = Cxf (x) b y¢=Cxf €x)

Summenregel
y=f,(X)+ f,(x)+.+f(x) b y=1f'(X)+ £, (X)+.+,'(X)

Produktregel bei zwel Funktionen

y = u(x) (¥ P yo=udx) w(x) + u(x) )

Produktregel bel drei Funktionen

= u(x) xv(x) xw(x) =
6= ) () () + () ) )+ u(x) () )

0 () + o) wt)
") SRS (Y
K ettenreqgel

Ableitung einer zusammengesetzten (verketteten) Funktion erhat man
as:
Produkt aus &ul3erer und innerer Ableitung

y=F(u(x))="f(x) P y¢:f((x) F((u ))ugx)

F’ (u) - &ulRere Ableitung oder ﬂ _ ﬂ du

U’ (X) - innere Ableitung dx du dx
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Zur Kettenregel

Fir die Ableitung elementarer Funktionen wurden die
Formeln im Kap. 4.2.1 angegeben. Sie gelten nur fir die
elementaren Funktionen.

Elementare Funktionen sind folgende Funktionen, bel

welchen das Argument X in seiner elementaren Form
(14

o X
vorkommt:
y=x
y =sinXx, COSX, tanx, cotx
y=e, a*
y=Inx, log,X
y =+/X

Jede Abwelchung von dieser Form bedeutet, dal3 nicht die
elementare Funktion vorliegt. In diesem Fall hat man mit
einer verketteten Funktion zu tun. Eine verkettete Funktion
Ist demnach eine Zusammensetzung von elementaren
Funktionen.

y=sn2x, sSin°X, sinx?, sin(x2-5)

x2 X+5 - Xx+1

y=¢e>, a“, a*, a

y= Zﬁn(m)

_|4-x°
4 4+ x°




Beispiel:
1) y=(3x- 4)°
y¢=8x3x- 4)" x3=243x- 4)’

2) 4x2 - 3x+2

y=e

3) y=10><ln(1+ x2)

4) y =g i)
2 2
5 _ [a®- X

a2+X2
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4.2.3 Die Differentiation impliziter Funktionen

Die Differentiation einer Funktion in der impliziten Form
F(x,y)=0
|&l3t sich wie folgt bestimmen:

Schritt 1. Gliedweise Differentiation der Funktionsgleichung
F(x,y) = 0 nach x, wobei die Variabley als Funktion

von X anzusehen ist.

Schritt 2: Auflésung der differenzierten Funktionsgleichung nach
dy
¢=—
Y dx

Beispiel:
F(x,y) =2y’ +6x°- 24x+6y =0
FEX,y) = 6y” xy¢+18x° - 24+ 6y¢
— 2 2 —
FEx,y)=0 b 6y xy¢+18x° - 24+ 6y¢=0

y(]:>(6y2 + 6) =24 - 18x°

2
¢=4 23x
y +1
Beispiel:
X5 - Y2 =
FEx,y) =5x*- 2yxy¢=0
4
y(];:SL




Beispiel:

1) xy-a=0 oder y+xy¢=0
2) XXCOSY = C

3) y* - X+ x%€ =0

4) sinx+siny- xy=0
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4.2.4 Differentiation durch Logarithmieren
(logarithmische Differentiation)

Gegeben sai die Funktion y = f(X)

Bildet man Inly| = In [f(x)],

so kann unter Beachtung der Kettenregel von dieser neuen Funktion
die Ableitung gebildet werden.

FRaar WU

i3

y¢= yxc‘ij—x[lm f(X)]

Regel fur die logarithmische Differentiation:

Ist die Differentiation einer Funktion y = f(x)
- schwierig oder
- Uberhaupt nicht mdglich,
so kann man den L ogarithmus dieser Funktion bilden und

innerhalb des Differenzierbarkeitsbereiches dieser neuen
Funktion die Ableitung der gegebenen Funktion ermitteln:

y = f(X) % $F9Y® Inly|=[In|f (x)| ® YV‘F: %lm f(x)|
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Beispiel:
1) y=e"

Nach herkdmmlicher Differentiation (Kettenregel):

ye= 2 x4x

yO= 4x e
Methode des L ogarithmierens:

In|y|= In(ezxz) =2x°Ine = 2x°

yo= 4x e
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Beispiel:

2) y=x

Diese Aufgabe ist mit den herkdmmlichen Mitteln nicht |6sbar.

y = X" ist keine Potenzfunktion (y = x”), da
der Exponent nicht konstant ist.

X

y=x" st keine Exponentialfunktion (y =a*),

da die Basis nicht konstant ist.

Methode des L ogarithmierens:

X

y=XxX

y¢=x*(Inx +1)



-12 -

4.2.5 Differentiation von Funktionen in Parameterdarstellung

~ _dx(t) . d
x = x(t) b x——t—a[x(t)]
dy(t) . d
y=y{t) P y:# = ()]
0 a
Y& T x(1) T o
dt
Beispiel:
Berechne X(t), y(t) und yo¢= gz der Funktion:
X(t) = Rcost
y(t) = Rsint 1 [0:2p]
X(t) = - Rsint
y(t) = Rcost
¢= dy = RCO_St = - cott
dx - Rsint
X
¢: L - _ 5
oy Ty
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Beispidl:

1) X(j )=g(1- cosZj )

e 1.
y(J)—aga?anj -ESH’]ZJE

- COSZj

_ COS’j
sinZ

2) x(t)=sin’t , y(t)=cos’t

y¢= - cott

BB

N[O
N[O

Q-I-O:
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4.3 Differential einer Funktion

d
y¢=f ¢x) :d—i

dy = f €x) >dx = df heift das Differential
einer Funktion

Abb.: Zum Differentia einer Funktion

Yotmna ., tana= f&x,)

dx

ﬂ:f((xo) b |dy=fx,)>dx
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4.4 Hohere Ableitungen von Funktionen

Wenn die Ableitung  y¢= f ((X) einer Funktion in einem Intervall

| =] a,b] definiert und dort Gberall differenzierbar ist, dann wird
die Ableitung von

y¢= f ¢x)

als zweite Ableitung einer Funktion y = f(X) bezeichnet.

ya= 1 ¢x)]*= f ) :3—3

Bezeichnungen:
y@ ,y Zwei Strich”
f G(X) ,fzwel Strich von x*
d®y . )
y ,d zwel y nach dx-Quadrat

Differentialquotient zweiter Ordnung

yar= f )=  afx) :3—;’




Beispidl:

1)

2)

3)
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Beispiel:
y_x2-2x+3
X° +2x- 3
2
ye=4 X - 3X :
(x2+2x-3)
y&=

Im néchsten Schritt nicht ausmultiplizieren sondern gemeinsame
Faktoren, falls existieren, ausklammern.

-2+ 9% +9
y(]T,:4><( . 3
X+ 2X - 3)
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SOUVERANITAT

BEI DER BILDUNG HOHERER ABLEITUNGEN IST ESUNBEDINGT
ERFORDERLICH VORAUSSCHAUEND ZU ARBEITEN, UM ZU ERKENNEN,
OB EINE VEREINFACHUNG DES ENTSTANDENEN AUSDRUCKS FUR DIE

WEITERE ARBEIT VON VORTEIL IST, ODER NICHT.

DAZzU IST VIEL ERFAHRUNG NOTWENDIG, DIE MAN NUR DADURCH
ERWERBEN KANN, INDEM MAN MOGLICHST VIELE AUFGABEN

SELBSTANDIG ZU LOSEN VERSUCHT.

UM DIE AUFGABEN AUS DER DIFFERENTIALRECHNUNG ERFOLGREICH

LOSEN ZU KONNEN SIND FUNDIERTE KENNTNISSE UND SICHERE

MATHEMATIK SEHR WICHTIG.
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4.4.1 Zweite Ableitung von Funktionen in Parameterdarstellung

Die zweite Ableitung y® der Funktion in Parameterdarstellung
X(1), y(t) lautet:

T~
yo=X9" %9

Dazu sind die zweiten Ableitungen nach der Zeit notwendig (X; ¥).

Esist auch eine andere Formel moglich:

ya= £ Avdt) = S Ave) < =

= )G, = g )<,
dt

ya=" "a’(y((t )
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Beispidl:

Berechne die erste und zweite Ableitung der folgenden Funktion.

x(t)=sin’t ,  y(t)=cos’t

1
¢=- cott , = —
y y 3sin*t cost



y¢=2t
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yo=-
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4.5 Regel von del’Hospital
(Unbestimmte Ausdriicke)

Die Regel von de I’ Hospital dient zur Berechnung unbestimmter
Ausdriicke folgender Form:

0 * 0% VR
0 ¥
1 0° ¥
Sind die beiden Funktionen
y = f(X) und
y=9a(x)

In einer Umgebung der Stelle x = X, definiert und differenzierbar und
Ist dort
lim f(x) =0 und

X® Xg

limg(x)=0

X® X,

0 kann der Grenzwert

dadurch berechnet werden, indem man die Ableitungen  f €x) und
g€x) bildet und den Limes des Quotienten dieser Ableitungen
bildet.

im0 — i £

X® Xg g(x) X® X g(x)




-23-
Grenzwertberechnung nach Bernoulli und |I' Hospital

f (x) fgx) _ fdx)

X'C'JQ,@_X'CL;XO géx) ~ gdx,)
I|m (X) = I|m f((x)
@ g(x) ot g¢x)

Beispiel:
e-1_0 . Inx ¥

lim ® — lim
x®0 X 0 x@¥ @*

Unbestimmter Ausdruck:

0
Funktion f (x) >!<L>r2 f(x) Umformung zu 5 oder
u(x) v
u(x) xv(x) 0¥ T = b,
¥ X0 ¥ 00 Uy
1 1
U(X) - V(X) ¥-¥ V(X) - U(X)
1
u(x) xv(x)
u(x)v(x) 0° ¥° 7¥ v (pnu(x)




2)

3)

4)

|imgﬁ+

X® ¥

1QX
X
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e=e



