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5 Integralrechnung. Einfihrung:

Aus y=f(x) erhdt mandurch Differentiation yg= f'(X)
y=f(x) ® Differentiation ® ye= f'(X)

Es besteht aber in den naturwissenschaftlich-technischen

Anwendungen haufig die Aufgabe darin, von der gegebenen

Ableitung y¢= f'(X) auf die Funktion y = f(x) zu schlief3en.
Der Weg dazu heil3t die Integration.

ye=f'(X) ® Integration ®  y={(X)
Beispiel:

1) Gegeben: vy =1
Gesucht: sdmtliche Funktionen y=f(x) mit y =1

Losung: F(X)=x+C , da F'(X) :%(X+C) =1
paralele Geradenschar

2) Gegeben: y =2x
Gesucht: samtliche Funktionen y=1f(x) mit y =2x

Losung: F(x)=x*+C , da F'(x)= %(XZ +C) = 2x
Parabel schar

Jede Funktion F(x), die die Bedingung
F(x)=f(x) erflllt,

heil3t Stammfunktion der Funktion f(x).



Beispidl:

1) Ginx dx = F(X)

Ginx dx=- cosx+C

2)  Qu=Q du=F()

N\

A du=u+C

Ist F(X) eine beliebige Stammfunktion von f(x), so heilt

C\)f(x) dx=F(x)+C

mit Fx)=fx) U CIR

, Integral Uber f(x) dx*

das unbestimmte Integral der Funktion f(x).

Dabe bezeichnet man

f(x) aslIntegrand
X

as Integrationsvariable
F(x) asStammfunktion und

C als Integrationskonstante
des unbestimmten Integrals ~ Of (x) dx
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Differenziert man auf beiden Seiten der Gleichung nach der Variablen
X, SO erhdlt man

%(\)f(x) dx:%[F(x)+C] . wegen F'(X) = f(x)

SFM=F(=1(

daraus folgt:

d ~
&Of(x) dx = f (x)

Differentiation und Integration sind einander entgegengesetzte
Rechenoperationen.
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5.1 Grundintegrale elementarer Funktionen

n+1

N X

XK'dx=——+C ‘nt -1
n+1

~dx

O;:In|x|+C X1 0

CbxdxzeX+C

N\ aX

Q'dx=—+C ‘a>-0all
Ina

Ginxdx =- cosx+C

osxdx =sinx+C

N\ dX N\
= Q1+tan® x)dx =tanx+C
OCO@ q an® x)dx = tanx

N\ dX N\
O—— =(l+cot’ x)dx = - cotx+C

sin® x
. dX
()1+7=arctanx+C1=—arccotx+C2
~ dx 1 |x+1

=—|n——-o+ :
O =2 qtC K-t
N dx
Oﬁzln(x+\/l+x2)+C

X

C\)\/%: In‘x+\/x2— 1‘+C

N dx _
O\/ﬁzarcsnx+q=— arccosx + C,
- X

Die Grundintegrale dirfen nur dann ohne weiteres angewendet
werden, wenn der Integrand (d.h. die Funktion) genau die
- elementare Form besitzt, in der er in der entsprechenden Formel

angegeben ist.
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5.2 EinfachelIntegrationsregeln

OC xf (x)dx = Cxf (x)dx
d f(X) £ g(x)]dx = of (x)dx + pg(x)dx
Beispiel:

| = (gf@ +3%° - g+4sinx- tan? x - 1% =
X i)

=%x3+%x6- 2Inx| - 4cosx- tanx+C

Beispiel:
3% - 4x3/x

| =0 x dx  dafur gibt esin der Tabelle keine Formel
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5.3 Berechnungder Integrale durch Umformung zu den
elementaren Grundintegralen im Kap. 5.1

c\) dZ
SiN° zZ XCos’ 7

Wiirde sin®z oder cos’ z alleine stehen, dann wére die Lésung der
Aufgabe sehr leicht, da der Integrand eine elementare Form wie in der
Tabelle Kap. 5.1 hétte. Es geht also darum den Integranden so
umzuformen, dal3 man auf seine elementare Form (Grundintegral)
kommt.

sinz+cos’z | s’z cogz 8 _
Sin? 7 xcos 7 2 =92 zxcos z sinzzxcoszzéjz_
N dz \ dz
=0 +0O. - =tanz- cotz+C
COS'z sSin‘z
Beispiel:
&a-g x§0 a-§ x- 3
(‘gx 2+a 2zdx=px 2dx+¢pa 2dx=
4]
Potenzfunktion + Exponentialfunktion
-
X 2 a 2
= + +C
Ina



Beispiel:
. X
D) O 50t = =-Xxcott+C
sin°t
~ X 1
2) O 50X S, = xX°
) sin’t 2 x5in*t
~ X U XX
) O AU, = — +C
) sin’t sin’t
4 él+x+x2d
N T
) x {1+ x2)
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5.4 Technik deslIntegrierens

5.4.1 Integration durch Substitution

5.4.1.1 Lineare Substitution

a5- 3x)%dx

1. Methode; binomische Formel ausrechnen

(25- 30x+9x%)dx = 25x - 15x* +3x*+C

2. Methode: Substitution z=5-3x
1. Schritt: dz=-3 dx

2. Schritt: elnsetzen

(ORN

AN 1 \ 1
A5- 3x)°dx =- é&zdz: - 523 =- = (5- 3x)*°+C=

1 1
-5(5- 307 =+ 5(53- 3567 x3x + 36 X3x)% - (3x)°) =

125
=g +25x - 156x% + 3x°



Beispidl:
~dx
52 2- 7

Probe: das Ergebnis differenzieren
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Beispiel:
. dXx
25+ 81x*

Bei den Grundintegralen befindet sich das Integral:

x dx
1+ X°

Zu diesem soll das gegebene Integral gefUhrt werden.

—ixarct a@xQ+C
45 angs @
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Beispiel:

(‘) dx
6+ 20x - 25x2

zum Grundintegral fuhren:

Nodx :

=- ;arcsinz+C—- ;arcsin&+c
5 5 J10
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5.4.1.2 Integraleder Form
Of (g(x)) *gx)dx

Das Integral besteht aus einem Produkt zweier Funktionen, wovon
eine die Ableitung der anderen ist.

z=g(x) dz =g’ (x) xdx

Diesist eine sehr wichtige Substitution.
Beispiel:
Ginx>cosx dx =

f(g(x) =sinx  g¢x) = cosx

sSinNx=1z
cosxdx=dz

&y oo L _1.
= dz—222+C—23|n2x+C

Probe: das Ergebnis wird differenziert
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Beispidl:

3X- 8

OJ 6+ 20X - 25x2 dx

Eswaére sehr ginstig, wenn im Zahler die Ableitung 20 - 50x des
Nenners stehen wirde. Dann konnte man direkt substituieren:

N 20- 50x

O

64 20x. 25 O Mt 6+20x-25¢ =2 erfolgt

(20 - 50x) dx = dz

1

(‘)3—;=c‘)z'§dzzz—12+c:=2fz+c
2

Diese Ableitung ist aber nicht unmittelbar vorhanden; dajedoch im
Zahler ein lineares (3x) und ein absolutes (-8) Glied auftreten, besteht
die Mdglichkeit den Zahler so umzuformen, dal der oben gedul3erte

Wunsch erflllt wird:

l,wirddamitzu |, =2x/z+C, = 2x/6+20x- 25x2 + C,



-14 -
Das zweite Integral wurde auf Seite 11 bereits gel Ost.

1, =- sarcsinZ X +.C,
° 5 V10

Damit 1&3t sich das gesamte Ergebnis angeben:

é 3X- 8 dx:-ixl -%x| —

6+ 20x - 25x2 5071 5 72

_ 3 . el . 2- 5x Q_
—-50(2><J6+20x- 25X +Q)- 5§5arcsm 710 +ng_

__ 3 = .34 . 2-5X
=- 25J6+20x- 25x2 + psarcsin® o= +C
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5.4.2 Integraleder Form

~f'(X)
()7]c () dx

Wenn sich der Integrand eines Integrals als Bruch schreiben 1803, in
dessen Zahler die Ableitung des Nenners steht, dann ist das Integral
gleich dem nattirlichen Logarithmus des Betrages der Nenner-
Funktion.

Beispiel:
BX- 2

D1 o

+ X2

2(0)4

I1=0H7=G%Z=Inlzizln(1+x2)+cl

1+x°=z2
2x dx =dz

~ dx

., =0l+7:arctanx+c2

3

C )i'xzzdx = §In(1+ x2) - 2xarctanx + C



- 16 -

Beispiel:
. X

1) Oﬁdxz ............................................... =—In‘1+X3‘+C
N odx B

2) [y e =Ininx+C

3 N dx B

I € Syt S
..................................................................... =|ntanx + C
. Sinx dx

4) Osinzxcosx_ ............................................
..................................................................... =- |ncotx + C
)4

5) OSWZ ......................................................

+C

_ 1 nian X
..................................................................... =5 an2
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5.4.3 Integrale der Form: Quadratwurzeln aus quadratischen
Ausdrticken

N\

Of (x;v/aZ- x2)dx  mit Substitution:
X=axsinz
dx = axcosz dz
Ja? - X2 =axcosz
Beispiel:

r2- x2dx =

\ azeé X . XU
O/a? - x2dx =4 —+ 25 — +
a2 - x2dx 4§2ar(:sma sin ar(:smaﬂ;I C



- 18 -

5.4.4 Partielle Integration

Die partielle Integration basiert auf der Produktregel der
Differentialrechnung:

(u)®= UV + U Vg e
beldseitige Integration tber x fihrt zu :
Qua + uvgdx = Guv) %ix
C\)qu dx+C\)qu; dx=uv+C
daraus kann man den Ausdruck C\)qu; dx berechnen:
C\)qu; dx=uv+C- C\)Jq;/ dx

Die Konstante C wird weggelassen, da sie zur Integrationskonstanten
des anderen Integrals addiert werden kann.

C\)qu; dx=uv- C\)Jq;/ dx

Schema der Integration:

ux/

uo - C\)Jq;/ dx Y
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Beispiel:
Oxsinx dx = X X(- COSX) - C\1><(- cosx)dx =
Zuerst muf3 die Entscheldung getroffen werden, welche Funktion zu u
und welche zu v festgelegt wird.
u=x V' =sinXx

u=1 V = -COS X

= - Xcosx+ (Xosx dx=-xcosx+sinx+C

Die Entscheidung dariiber, welcher der beiden Faktoren fir u und
welcher fUr v verwendet wird, mul3 vorausschauend getroffen werden.

Das gleiche Beispiel noch einmal:

N 2 Y2
Oksinx dx=X7><sinx- G%xcosx dx

u=sinx V =X sehr kompliziert
fuhrt aso nicht
X2
U = cos X v=7 zum Zi€l

Beispiel:
\ _X_2 é X2 _X_2 \ _
Inx dx= 5 InX - ><7dx— 5 Inx- (%(dx—

Zuerst muf3 die Entscheldung getroffen werden, welche Funktion

zu u und welche zu v’ festgelegt wird.
2

'] X2
u=Inx V =X —7Inx—§><7+C—

_1 _X _X 16
uq;—X v-2 —Zanx- 2ﬂ+C
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Beispidl:

A ax® | 3 6 606
Oc>e=*dx =- e o+ 2 X+ 5 X+ gy

+
ea a? C
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5.4.5 Integration gebrochenrationaler Funktionen

Esist das Integral

N bXx- 22 q
Q2 gx+15 &
zu berechnen.

Um eine gebrochenrationale Funktion zu integrieren, muf3 zuerst eine
Partial bruchzerlegung vorgenommen werden um danach durch
einfache Substitution
des Nenners
auf Grundintegrale (Kap. 5.1) zu kommen.

Beispiel:
N bX- 22 q
Oz gx+15 X

Nullstellen des Nenners X1=3, X =5

6x-22 _ A B
X2-8x+15 x-3 x-5

Nach der Losung
A=2,B=4

N bXx- 22

<2 4
Oz gx+15 =0 gdx+Q 5

N bXx- 22
GXZ- 8x+15

dx=2Inx- 3+4lnx- 5+C



=22
Beispiel:
A18x3 - 21x? - 3Ox+34d _
6x2- 17x+12 X~
Der Integrand ist eine unecht gebrochenrationale Funktion. Zuerst
wird durch die Partialdivision eine echt gebrochenrationale und eine
ganzrationale Funktion hergestelit.

(18x3- 21x2- 30x+34) : (6x2- 17x+12) =
19x - 26

=OX+5t e 17x+12
ganz- gebrochen-
rational rational

19x-26  _ 2 5
(3x- 4)(2x- 3 3x-4 2x- 3

|:d3X+5) dX+é3)fﬁ- dX+éZX%‘3 dx

_3. (‘%d_z 5. Mz
_2x + 5x + 2 % xZ+2x%

X-4=z
3dx=dz

_3 2 9
= 2x2+5x+3ln\3x- 4+2In\2x- 3+C
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Beispiel:
A IX?-6x+3
1=0c e xr1 K

Die Nennerfunktion besitzt die einfache Nullstelle x; = -1 sowie die
doppelte Nullstelle x,3 = 1.
Der Ansatz fir die Partialbruchzerlegung lautet:

x?-6x+3 = A N B N C
X3- x2- x+1 (x-17? x-1 x+1
A=
B=
C=

| =- X%+3In|x- 1+4Inx+1+C
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=1In

X
X +

- 1P

114

+ 2arctanx+C
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5.5 Dasbestimmtelntegral

5.5.1 Der Begriff des bestimmten RIEM ANNschen Integrals.
Das bestimmte Integral als Grenzwert einer Summenfolge

Abb.: Zum Fl&chenproblem der Integralrechnung

Die Aufgabe: Flacheninhalt A
zwischen y =, (X) , x-Achse
im Intervall [a,b] zuberechnen

Flachen: A; = f(xo) xDxq
Ay = f(Xq) xDxo
X
X
Ay = f(Xi-1) XDxic
AQ - 1:(Xn—l) ><Dxn

Der Flacheninhalt A ist nicht kleiner als die Untersumme U,,:
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Bildet man die Summe aus A so folgt :

A = f(x1) xDxq
Ay = f(x) xDx;
A = (%) xDx
A, = f(x,) xDx,

der Flacheninhalt A ist dann nicht grof3er als die Obersumme O, :

A£O,= A+ A +....+ A, =1(xq) XDxq + f(x2) xDx, +

Mit zunehmender Verfeinerung der Zerlegung nehmen die
Untersummen zu und die Obersummen ab.
Beim Grenzibergang n® ¥ streben Unter- und Obersumme gegen
einen gemeinsamen Grenzwert.

Diesen Grenzwert bezeichnet man als das bestimmte Integral der
Funktion | (X) inden Grenzenvonx=a bis x=Db:

: s - _
iU, = im0, = A= i A (x) D, =
b
= Of (x) dx

a
,Integral von a bis b Gber f(x) dx*

a:. untereIntegrationskonstante (untere Grenze)
b: oberelntegrationskonstante (obere Grenze)

1 (X) : Integrand
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Der Grenzwert

lima f (%) *Dx,

n®¥ | 1

Ist vorhanden, wenn der Integrand | (X) im Integrationsintervall
aExEb (aa,bfioder [a;b])detigist.

Abb.: Anschauliche Interpretation des bestimmten Integrals.

Der Flacheninhalt vom schmalen Streifen entspricht ndherungsweise
dem Féacheninhalt dA.

Deutet man das Integralzeichen Oselbst als eine Art verstimmeltes
b

Summenzeichen, so kann das bestimmte Integral Of (X)dx als
a
formale Summe samtlicher zwischen x =a und X = b gelegener

infinitesimal schmaler Streifenflachen aufgefaldt werden.

Bernhard Riemann (1826 - 1866)
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5.5.2 Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
Eigenschaften des bestimmten Integrals

Die praktische Berechnung eines bestimmten Integrals mit Hilfe der
Grenzwertdefinition ist sehr umstandlich und erfordert einen grol3en
Arbeitsaufwand.

Zur Berechnung elnes bestimmten Integrals
b
Of (x)dx
a

gentgt die Kenntnis einer beliebigen Stammfunktion des |ntegranden:

ké,f(x) dx=[F(x)]> = F(b)- F(a)=

= F(x)[]

Die Berechnung des bestimmten Integrals verlauft nach der Formel
b

Of (x) dx=F(b)- F(a)

a
in drel Schritten:

1. Berechnung des unbestimmten Integrals Of (X)dx
und Ermittlung einer Stammfunktion  F(X)

2. Einsetzen der oberen und der unteren Integrationsgrenze in
die Stammfunktion

3. Bildung der Differenz F(b) - F(a)
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b S

Man kann anstellevon  ¢f (X)dx  ebensogut auch ~ Of (t)dt
a a

b b
oder f(z)dz oder f(d)dd schreiben !!!
a a

Alle hier aufgefihrten bestimmten Integrale besitzen den Wert

F(b) - F(a)
Satz fur eine gerade Funktion als Integrand
?‘)f (x) dx= 2>%f (x) dx wenn  f(-x) =-f(x)
N : furalleaim|[-a; q]
a2‘)1‘ (Xx) dx=0 wenn  f(-x) = f(x)
- furaleaim|[-a; a]
ac‘)f (x)dx=0 da F(X).=F()- F@@=0
Einige Regeln:

b a

Of (X)dx = - Of (X)dx

a b

b\ c, b\

Of (X)dx = Of (x)dx + Of (x)dx fir a<c<b

b b
QC xf (X)dx = C xOf (x)dx ; C - Konstante
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Beispidl:

s, O

1) 2dx

o]

1. Schritt:  Ermittlung der Stammfunktion F(x)

3

3
@xzdx=%+C b F(x) =5
2. Schritt:
F(X), = Xg’ = b—33- & =1 a)
2)
2
Qosx dx =
0

Geometrische Deutung des Ergebnisses.
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Beispiel:
S dx

.
) Qxray

Dadie Funktion f (X) = nicht im gesamten

1
(x+2)°
Integrationsbereich [ -5 ; 5] stetig ist, kann das vorliegende
Integral nicht gelOst werden.

Eswird spéter auf die LAsung eingegangen.

Geometrische Deutung:

Geometrische Deutung:
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5.5.2.1 Integration mit Substitution

|. Methode

5Xxcosx dx

INR= Q’I\)\'O

Zuerst das unbestimmte Integral
| = Gin® x xcosx dx
SiINX=1z

cosx dx = dz

p
2 Ll
3 1. |2 1. .p Do
ID(}m5x><cosx dx—6sm6><‘ 6esm62 sm64g
) 4
&200_ 122 2x/2x/2x/2x/2%/20_
681 255 6 22 RRR2 o

1 16 1.7 _ 7
6 8ﬂ EXS 4_8 0145833
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I1. Methode
Wenn man substituiert snx=z ,soliefert
2
die untere Grenze X, = pz p Z, = % und
die obere Grenze X, = % p z, =1 :

so dal3 das bestimmte Integral fir die Variable x in das bestimmte
Integral fir die Variable z tibergeht.

p
2
X 1 1€ a/ioO
Gin® x xcosx dx = Oz5d ==z 6
; F=6%. 768 €205
4 2

=0,145833

Die zweite Methode ist rationaler (schneller) als die erste, weil die
Ricktransformation entféllt. Bei der Umrechnung der
I ntegrationsgrenzen ist darauf zu achten, daf3 die Substitution im
gesamten Integrationsbereich eine eindeutige Funktion liefert.
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5.5.3 Dasuneigentliche Integral

Bei der Definition des RIEMANNSschen Integralbegriffs wurde
vorausgesetzt, daf3:

- der Integrationsbereich [ a; b] endlichist
und

- der Integrand | (X) in | =[a; b] beschranktist.
Sind bei einem Integral diese beiden Voraussetzungen nicht erfdllt, so
spricht man von einem

uneigentlichen
Integral.

Man unterscheidet dabel die beiden Falle:

- uneigentliche Integrale mit unbeschranktem
Integrationsbereich a=¥ U bZ¥ (Kap.55.3.1)

- uneigentliche Integrale mit unbeschréanktem Integranden | (x)
(Unstetigkeitsstelle)
(kein “normales’ Integral, da Unstetigkeit) (Kap. 5.5.3.2)
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5.5.3.1 Uneigentliche I ntegrale mit unbeschranktem
| ntegrationsbereich

¥ b Das hat nur dann einen Sinn,
A | AF (X)dx = lim Af (X)dx wenn der Grenzwert
9 (x) b®¥9 (x) \

lim OF (x)dx existiert.
b® ¥ a

b b
B _91‘ (x)dx = al(ér_rlé 91‘ (x)dx

¥ C b
C _91‘ (x)dx = aI(é@ 9f (X)dx + l!g@rg 9f (x)dx

Hier missen a und b unabhangig voneinander gegen
-¥ bzw. ¥ streben

L&t man sie gleichmaldig gegen ¥ gehen, so bezeichnet man den
entstehenden Wert als

CAUCHY schen Hauptwert

+¥ k

D 91‘ (x)dx = l!g@rr; _(;)f (x)dx
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Fir A, B, C:

Berechnungsvorschrift fir die Ermittlung des uneigentlichen Integrals
¥
Of (x)dx
a

1. Schritt  Berechnung des Integrals

b
Of (x)dx im [a;b]

2. Schritt Bildung eines Grenzwertesfir b ® ¥

b
lim &f (x)dx

b® ¥
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Beispiel:
¥
< dx
VO
1
—Iimo—b‘ X _
_b®¥l\/?_

Das vorliegende uneigentliche Integral konvergiert gegen 2.

L dx
7 05T

1
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5.5.3.2 Uneigentliche Integrale mit unbeschranktem Integranden

Wenn die Funktion | (X) ander Stelle x=c eine
Unendlichkeltsstelle besitzt und sonst in den Teilintervallen

[a;c-e] und [c+d;Db]
stetig ist und wenn die Grenzwerte

lim 6]‘ (x)dx

+
e® 0 a

b

Ilm Of (X)dx existieren

d® 0" 4

S0 bezeichnet man die Summe dieser Grenzwerte als uneigentliches
Integral der Funktion y=}(X) imlinterval [a;b] und

schreibt dafur
b c-e b
Of(x)dx— I|m Of(x)dx+ I|m Of(x)dx
e® 0" d® 0" g

Die Grenztibergange (e,d) sind hier unabhangig voneinander gewahlt.
Wahlt man die Grenziibergange nicht unabhangig voneinander,
sondern &% man die Anndherung gleichmaldig von beiden Seiten her
an die Unendlichkeitsstelle erfolgen, so spricht man auch hier vom
CAUCHY schen Hauptwert des uneigentlichen Integrals,

b épe b

Of(x)dx = I|m é Of(x)dx+ Of(x)d
"Ba

e® 0

(@ C\ -

cte
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Der Integrand hat an der Stelle  x =5 eine Unstetigkeit.

Daher muld man ,, stlickweise* von 1 bis (5 - €) und von (5 + €) bis 10
Integrieren. Dabel werden die Grenzibergange [1;(5 - €)] und

[(5 + €);10] gleich gewdahlt (e).

D.h. man berechnet den CAUCHY schen Hauptwert.

1079 dx :Ilmgg—dx +1((‘)) dx H:
3x- 5" ee0'83x- 57 sedx- 5°f

=0- R/4+R/5- 0=335- ¥/4)=036772




- 40 -
Beispidl:

a
(‘jnx dx fira>0
0

laut CAUCHY

a a

(‘jnx dx = lim (‘jnx dx =
+

0 e® 0" gre

Hier ist die Unstetigkeitsstelle die Null, daher braucht nur das zweite
Glied der CAUCHY schen Gleichung berticksichtigt werden.
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5.6 Geometrische Anwendungen der Integralrechnung
5.6.1 Flacheninhalt ebener Flachenstlicke

5.6.1.1 Flachen zwischen einer Kurve und einer Koordinatenachse

Abb.: Zum Flacheninhalt

dA= f (X)X x+dx- X)
dA = f (x)>dx

b b
A= A= of (x)xdx
a a

i3

b
A=0f(x) dx imIntervall [a;Db]

a

b
wenn a>b und f(X)<O0 p Of(x) dx < O
a
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Liegt der Flacheninhalt einer Flache teils oberhalb teils unterhalb der

X-Achsg, ist eine Zerlegung in mehrere Tellintegrale erforderlich. Die
unter der x-Achse liegende Flache wird mit dem Betrag versehen.

So wie der Flacheninhalt berechnet werden kann, der im Intervall
| =[a;b] vonder x-Achseund der Kurve y =1 (X) begrenzt wird,
so |8l sich auch der Inhalt der Flache zwischen der Kurve y = (X)
und der y-Achse ermitteln.

V oraussetzung:
Die Kurve mufdim Bereich
[ a; b] entweder

- streng monoton steigen
oder
- streng monoton fallen

damit eine eindeutige
Auflésung der
Funktionsgleichung y =} (X)

nach der Variablen x mdglich
Abb.: Flacheninhalt Ist.

d d
A= dy=Qy(y) dy
dabeiist c¢c=!(@ und d=!(b)

g(y) istdie Auflésungvon y = (x) nachx
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Beispiel:
Welchen Flacheninhalt besitzen die beiden endlichen Flachenstiicke,

die zwischen der x-Achse und der kubischen Parabel
y=xX-2x°-5x+6 liegen?

Nullstellen: x;=-2, X=1, X3=3, x=0bP y=6

_ _®3 16 _ 5, 1
A—A&+AQ—§54+533:E—2112FE



_44 -

5.6.1.2 Flacheninhalt zwischen zwel Kurveny =f(x) , y = g(X)
f(x) und g(x)

sind stetig und
esgilt f(xX) 2 g(x)

dA = f(X)>dx - g(x)»dx
dA = (f(x) - g(x))x
Abb.: Zum Fl&acheninhalt

b
A=) f(x)- g(x)]dx

fir f(x) 3 g(x)

Fir den Fall, dali die x-Achse im Flacheninhalt liegt:

Abb.: x-Achse liegt im Flacheninhalt

kann man ein neues K oordinatensystem durch Parallel verschiebung
der x-Achse einfUhren. Im neuen KS

=f(x) + C
y=9d(x)+C

b b
A=J(f(x)+C)- (9(x)+C)dx = ¢} f (x)- g(x)]dx
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Fir den Fall, daf3 sich die beiden Randkurvenim Interval [ a; b]
durchschneiden, ist die Fl&che in Teilflachen zu zerlegen.

Abb.:

X1 b
A=A+ A= (%) f()]dx+ ¢ f(x)- f,(x)]dx =

1

= éifz(x)- f,()]ax +

b
d 200 - f1(q)]dx
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Beispidl:

Flachenstiick zwischen den beiden Kurven y = X" und y = /X im
ersten Quadranten des KS.
Schnittpunkte:

Abb.: Flacheninhalt zwischen y = X" und y = ¥/x

Esgilt UXx > X", so dai? der Ansatz lautet:

1
el 0
! leel o] C n n+1l+
A:dW-x“)dxzc‘éx”-x”idng)l( X :
0 0 9 874_1 n+1
n 9,
_11 R PP | O
41 h+tl 1+n n+1
n
:L:LFE
n+1
lI. Methode:

A=28W- x)dx oder Azzax- x”)dx

0 0
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Beigpiel:

Fl&cheninhalt der von den Funktionen y=sinXx und Yy = CcosXx
eingeschlossenen Teilflache zwischen den ersten beiden
Schnittpunkten im ersten und vierten Quadranten.

A=2.2FE
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5.6.2 Bogenlange ebener Kurven

Abb.: Bogenlange ebener Kurven

Das Bogenelement ds:
ds? = (dx)*

2 7
_ gyo 0
ds? = dngH X0 5 oder

Darausfolgt:

+(dy)’

ds? = dy? gl+%§

OQC')
ﬂﬂ

2
_ | yoO = 1+
ds=,/1+ ngx oder ds= ygdy

s=Qls oder s=Qls
b
A1+ yEdx
a
d 2
oder s=¢ ajxo dy
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Wenn die Funktion in Parameterdarstellung vorliegt, gilt:
X = X(t) und y = y(t)

V¢= % , wobel Y und X Ableitungen nach dem
Parameter t sind.

,_dx . _d
O X=g L Y=g
dy d ot
_dy _dy dt _dt_Y
YO ax T dt “dx T dx T x
dt
so dal3
a./..2 X2+y2
ds=,[1+822 xodt =, |~ T ot
X9 X
ds=./x* + ydt

wird und somit die Bogenlange nach der Formel

to

s= i+ ¥

t1

berechnet werden kann.
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Wenn die Kurve in Polarkoordinaten in der Form

r=r()

gegeben ist, so kann man die Transformationsformeln
X=r( )cos]
y=r( )sinj

als Gleichung der Kurve in Parameterdarstellung mit dem Parameter |
auffassen.

Abb.: Polarkoordinatenr, j eines Punktes P(X,y)

r>Q0: r ist stets positiv
j1[0°:360°] bzw. j1 [0,2p]
Bezeichnungen:

Koordinatenursprung O0:  Pol
x-Achse: Polarachse

Transformationsgleichungen:

X = >C0S | r=.X2+y?

bzw.

X [

y=r%inj tan) =
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Esgilt: x=rx0s]j y=r%inj r=r()

dx

" d—_r>cosj +r() )X-9Nj )=-r>8Nnj +r OS]
|

=X

d__yzyzd__rxsinj +r(j )>Xcosj =r>os] +r>8inj
J

X%+ Y2 =r?s6in?j - 25 ¥ sinj xcosj +r%xcos’j +
+r2>c0s?] +23 X sinj xos] +I2>xsin?]

%2 + yz — 242

Damit wird die Bogenlange von Kurven, die in Polarkoordinaten-

darstellunginder Form r =r(j ) gegeben sind, folgendermalien
berechnet:

j2
: dr
\ 2 2 .
S= Quro+r d ‘mit 1 =—
. J di
i1
Fir Kurven, diein Polarkoordinaten inder Form | =j (r) gegeben

sind, erhat man:

r2
s= V1+r2§  “dr
rn
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Beispidl:
Wie lang ist der Parabelbogen, der im ersten Quadranten von der
Parabel y =~/x fir xi [0:16] gebildet wird?

L Osunaq:

Mit  y¢= (\&)¢= 2—\1& in die Formel

b 16 .2
= O/1+ v@dx = C 1 9 4=0l1+ Lax=
s= Q1+ y¢dx = oq/l+%gdx— 1+ 4XdX—

a

16
_ D\ 4x+1
B 4X dx

0

standig Sackgasse !

Aus dem Grund, Berechnung von A; aus der Umkehrfunktion.
y=+X b x=y* b ——=2y

X, =0 P Vu=0

X=16 P Vo=4

o[, gt
s:C 1+ dey

=%(8¢§3+|n(8+ﬁ)- 0- 0)=336373 LE
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Beispidl:

Wie grol3ist der Umfang des in sich geschlossenen Kurventeils, der
durch die Parameterdarstellung

X=t2, y=t- 5t

W=

gegebenen Kurve? s=4.J3 LE
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5.6.3 Volumen und Mantelflache von Rotationskdrpern

5.6.3.1 Volumen eines Rotationskdrpers

Der Rotationskorper 1813 sich in schmale Kreisscheiben zerlegen, die
senkrecht zur x-Achse liegen

dV, =p xy? xdx

dv, =p {f(x)°dx  iminterval[a;b]
b b

V, = oV, = ¢p xy” xax
a a

Rotiert die Kurvey = f(x) um die y-Achse, ist es erforderlich, dal3 die
Gleichung y = f(X) nach x aufgel 0st wird:

x = f(y) siehe Abb. 3
d
_ a2
Vy = X dy

c

FUr die Funktion in Parameterdarstellung gilt:
L,
\ 2 v
Vx =P xgd y()] x() ot

v, =p g O] y()

Fur Kurven in Polarkoordinaten gilt:

j2
V, =p x02xsin2j ¥rcosj - rsinj )di

j1

i,
V, =p x02xos?j X{rsinj +rcos )d

j1
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5.6.3.2 Mantelflache elnes Rotationskdrpers

Die schraffierte Flache der Kreisscheiben stellt die Teilflache der
Mantelfl&che des Rotationskorpers dar.

Abb.: Zur Mantelflache

dAwx = 2pyxs Flache xHGhe
3
Kreisflache xds
2pr)  (ds)?» (dx)? + (dy)?

damit dAy, =2p Xy, /1+ ygdx  be Rotation um die x-Achse

und bei Rotation um die y-Achse
2
X0

dAy, =2p xxxds=2p xx,/1+ Vo

dy

Die Mantelfl&che der Kurve y =1f(x)
bel Rotation um die x-Achse:

b
Aux = 2p X0y, /1+ y¢dx

Bei Rotation um die y-Achse:

2
X0

d
AMyZZpXCO( 1+ yg

dy




- 56 -
Wenn die Kurvengleichung in Parameterdarstellung gegeben ist:

1)
Awx = 2p xOy(t)/x? + y2dt
ty

1)
Ay = 2p XK(t)y/x? + y2dt
ty

Bei Kurven in Polarkoordinaten gilt:

P2
Au =2p xO sinj x/r2 +r2d
i1

P
Ay, =2p xQ cos x/r2+r2dj
i1

Bemerkung: Oberflache = Mantelflache + Grundflache + Deckflache
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Beispid:
X2 Y@
Die obere Halfte der Ellipse ¥+F:1,a>b mit den

Halbachsen a, b rotiert um die x-Achse. Berechne das V olumen und
die Mantelflache.

Bild:

A. Volumen:

V, = 3p xab?

FUr a= b = Rist der Rotationsellipsoid die Kuge!: V :%p xR3
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B. Oberflachenberechnung:

Die Oberflache eines Rotationsellipsoiden hat nur eine Mantelflache,
keine Grund- und Deckflache.

—9 2_X2 —_9)(#
y_a a y¢_ a /az_xz

- b2U

2
—2p><Q/4/1+y dx = 2px§)2+%><arcsn a b



