X X X X X X X X
X X X X X X X X

7 LineareAlgebra
7.1 Matrizen
&y, ap
gazl 2
Q X X
C x X
A=¢
cd &
g X X
Q X X
¢
&, Ay
m Zelen
n  Spalten
ai.. Matrixelement
I =1,2,...m
k=12..n
I: Zeilenindex
k:  Spaltenindex
m:  Anzahl der Zellen
n:  Anzahl der Spalten

X X X X X X X X
X X X X X X X X

k-te Spalte

-

i-te Zeile



Anmerkungen

1. EineMatrix ist ein geordnetes Zahlenschema und besitzt daher
keinen Wert

2. Schreibweisen fir eine Matrix:
A Amn (@), (@imn)

3. Der Platz, den ein Matrixelement a, innerhalb der Matrix A
einnimmt, ist durch die beiden Indizesi und k eindeutig
festgelegt.

4. Sonderfal m=n
Die Matrix wird als n - reihige, quadratische Matrix bezeichnet.

Beispiel:
A &3 2 7 00
2 6 0 59
2 Zeilen ap =3 ap =2 aiz="71 anu=0
4Spa|ten Ay =-2 a» =06 ax=0 ax=5

Spezielle Matrizen

Nullmatrix O
Spaltenmatrix U Spaltenvektor
aa, 0
Ca, .
Aim I Q
B
Zeilenmatrix

Auoy =(an,8,.08)



7.1.1 Transponierte einer Matrix

Man erhélt die Transponierte A™ der Matrix A, wenn in einer
Matrix A Zeilen und Spalten miteinander vertauscht werden.

1. ay = ay fur alei und k
2. Ist Avom Typ (mn) soist A" vom Typ (n,m)
3. 2-maliges Transponieren fuhrt zur Ausgangsmatrix (A")" = A
& 30
C - B 4 00
A=%4 27 -

o A=% 5 g

7.1.2 Quadratische Matrizen

&y, &, X X a,0

B B XX

C X X X X X_

C x X X X X~

&, 8, X X a,0

Nebendiagonale Hauptdiagonale

Hauptdiagonale: von links oben nach rechts unten

Nebendiagonale: von rechts oben nach links unten



Diagonal matrix:

@, 0 xx 060
go 8, * x 0
cX X XX X
C x X X X X~
&0 x x a, g

Einheitsmatrix: Sonderfall der Diagonal matrix

aAa 0 x x 006
0 1 x x 0
E:gxxxxx:
Cx X X X X+
0 0 x x 1g

Drelecksmatrix:

Alle Elemente liegen unter - oder oberhalb der Hauptdiagonalen

untere Dreiecksmatrix obere
@, 0 xx 06 &, a, X X a,0
B By X X 07 G0 X X @l
c X X X X X oder cX X XX X
C x X X X X~ C x X X X X~
&, 8, x X 8,0 80 x x 8,0



Symmetrische Matrix:

Aik = A
spiegel symmetrisch zur Hauptdiagonalen

& 5 60

A=%5 -2 O

b 0 8

7.1.3 Gleichheit von Matrizen

(-

A=B aik = bik



7.1.4 Rechenoperationen von Matrizen

Addition / Subtraktion
A= (aik) und B= (hk)
C=A+B=(g,)
Summe
G = &, th,
D=A- B=(d) ff
Differenz
d, =a, - b

Multiplikation einer Matrix mit einem Skalar

| xA=1 Xa,) =(l xa,)



Multiplikation von Matrizen

A(z 3 *Bs 2 = M4

Zeilenzahl  Spaltenzahl

Amny *Bin,py = Cimp)

C = AxB st nur méglich, wenn die Spaltenzahl von A
mit der Zeilenzahl von B Uberei nstimmt

AR(1x0 + 5x2 + 6 x1) (Ix(-1) + 5x0+ 6 x(-1) (1x0 + 5x%x1+ 6 x0) (1x2 +5x3+ 6 x1) O
€O0x0+ (-1) x2+0x1) (0x(-1) +(-1) x0+ 0x(-1)) (0x0+ (-1) xL+0x0) (0x2+ (-1) x3+ 0x1)@D

CaéG -7 5 230
8—2 0O -1 3(/)



Das Matrizenelement ¢;, des Matrizenproduktes A XB ist das Produkt
aus dem

I -ten Zeilenvektor von A und

k - ten Spaltenvektor von B

Cs=95

1. Zeilenvektor von A (1 5 6)

3. Spaltenvektor von B 917

C,, =150+5X+6X0=5

Rechengesetze

Assoziativgesetz: A(BC) = (AB)C

Distributivgesetze: A(B+C) = AB+BC
(A+B)C = AC+BC

Weitere Gesetze: (AB)" = B'AT
AE = EA =




7.2 Determinanten

2-reihige, quadratische Matrix

Def.:

Eine Determinante einer 2-reihigen, quadratischen Matrix

A=(a,) ist die Zahl

D=

Ay; gy
‘ =8y XAy, - Ay XA,

A 9y

Hauptdiagonale
Nebendiagonale

det A, VAY; Va2

L®B 5 =5 36 @ 09
“&2 45 ° &10 -6g 0 15

3
e

6
o 4‘_3x4- (-2)%6=22

detB-‘_lO _6|—5><(—6)-(—10)><3—0

-

1

0 j:b{L- 0x0=1




Dreireihige Determinante

Z.B. ein lineares Gleichungssystem mit drei Gleichungen
(also 3 Unbekannten)

A X T aRX, T X =G
Ay Xy T ApX, T a3X; =G,
Ay X; T agpX, +apX; =G

mufd auf seine Losbarkeit hin untersucht werden.
Dazu ist die Berechnung der Determinanten notwendig.

Def.. Determinante einer 3-reihigen, quadratischen Matrix
A=(a,) istdieZzahl

dy, &, Q185,853 - Q38,85
D= Ay By Oy = T30 - 88585,
Ay Ay Qg TARANA3, - Ay85a5

Sarrus - Regel

G 6 6

Ay Qp Apdy; G
A Gy A3y Oy
A3 8y Gp8y Oy

Nur flr 3-reihige Determinanten



7.2.1 Entwicklung einer Determinante nach Unterdeterminanten
(LAPLACEscher Entwicklungssatz)

@& 4 60
A=S5 -2 3]

§017E;

Unterdeterminante D,

1 4 6 5
D=5 -2 3=‘1 ,75‘2(-2)X7-1>G=-17
0 1

algebrai sches Komplement:

Ak = (' 1)i+k xDik

A =(-D"xDy = (- ) X-17)=-17

Unterdeterminante D,,

1 4 6 1
Dy;=9 -2 3:‘0 i‘:lxl- 0x4=1
O 1 7

algebraisches Komplement A,

Ay =(- 1)2+3 xD,, = (- 1)5 Xl=-1



Eine 3-reihige Determinante hat insgesamt neun zweireihige
Unterdeterminanten:

Die 3-reihige Determinante [&3 sich in Form:

D = aillDll + a12 D12 + a13Dl3

darstellen. Dabel bedeuten:

a, a, a

D=2, & aﬁ‘a” = a8, - Ay,

11 1 2 3 a32 a33 233 332
a3l a32 a33

D =2121 :1: :1;=a21 = 8- A,

12 1 2 3 a31 a33 1+33 331
a3l a32 a33

D ::1: 2122 :123:%1 %2 a8, - a0,

13 1 2 3 a31 a32 132 2731
a3l a32 a33




Oder unterVerwendung der algebrai schen Komplemente

| A, =Dy
A = (- 1)I+k D, A, =- Dy,
Az =Dy

3
D =a, XA, +a, XA, ta xXA; = ka_~la1kA1k

Eine 3-reihige Determinante D 1803t sich aber genauso nach den
Elementen der 2. oder 3. Zeile entwickeln.
Die “Entwicklungsformel® lautet:

3
D =&, XAy, +ay, XA, tay XA, = ka_~la“2kA2k

Auch die Entwicklung nach den Elementen der 1., 2. oder 3. Spalte
Ist moglich.

3
D =a,, XA, +ay, XA, +a, XA, = _c'_ilalAl

LAPLACEscher Entwicklungssatz:

S .
Entwicklung nach der i-ten Zeilee |D=aA a, A, 1=123
k=1

S
Entwicklung nach der k-ten Spalte: [D=aA a, A, k=123

i=1

A= (- 1)i+k D,




7.2.2 Determinanten hoherer Ordnung

D=det A=

A
C)

X

X

A

A
Az

X

X

E Y

A
%n

X X X X X
X X X X X
X

A

Das Zidl hellit: die Determinante zu berechnen.

L6sung: Durch Entwicklung nach den Elementen einer Zeile oder
Spalte 1al3t sich die Ordnung einer Determinante reduzieren

i
E)

A3
a'41

A,
A

Az
a'42

Q3
A

A3
a'43

Ay
A4

Ay
Ay

=det A

=ay XA, tag, XA, ta;; XAz +a, XA,

:é-aikAik

k=1



Beispidl:

w kL AN

1
w

B~ O O

SO N = b

+(- 3) %

w kb
O N =

0
- 241
1

Diz=-4

- 4

w R A

B O O

D14:4

=152~ 2X(- 6) + (- 3) - 4) - 4x4=

=10

Die Berechnung der 3-reihigen Unterdeterminanten

Dll = 2
D12 = -6
D13 = 4
D14 = 4

erfolgte dabei nach der Regel von Sarrus.

Il Nachrechnen !!




Beispidl:

1 0 -5 10
q A_O 1 2 5
4A=l3 0 .6 3
1 4 3 2
1 2 5 O 1 5 0O 1 2
=1xX0 -6 3+(-5%3 0 3-10%3 0 -6
4 3 2 1 4 2 1 4 3
D11:123 D13:57 D14:9

=1X123- 5557 - 1039

- 252

Allgemein legen wir flr eine Determinante n-ter Ordnung die
folgende “ Entwicklungsvorschrift” fest:

8
D - dEt A= ka:laikpﬁk = ailAﬁl + a12A12+"'+a1nAln

nach den Elementen der ersten Zelle.

Dabei ist A, =(-1)"D,  (n-1)-reihige Unterdeterminante D,



7.2.3 LAPLACEscher Entwicklungssatz

Eine n-rethige Determinante 1&3t sich nach den Elementen einer
beliebigen Zeile oder Spalte entwickeln:

Entwicklung nach der i-ten Zeile;

g
D=aaA, (=12,..,n)
k=1

Entwicklung nach der k-ten Spalte:

g
D=aaA, (k=12,..,n)

i=1

Ac=( 1)i+k D,

D..: (n-1)-reihige Unterdeterminante



7.2.4 Determinantengesetze

Rechenregeln fur n-reithige Determinanten

Regel 1.

Regel 2.

Regel 3.

Regel 4.

Regel 5:

Regel 6:

Der Wert einer Determinante andert sich nicht, wenn
Zeilen und Spalten miteinander vertauscht werden.

Beim Vertauschen zweier Zeilen (oder Spalten) andert eine
Determinante ihr Vor zeichen.

Werden die Elemente einer beliebigen Zeile (oder Spalte)
mit einem reellen Skalar | multipliziert, so multipliziert
sich die Determinante mit | .

Eine Determinante wird mit einem reellen Skalar |
multipliziert, indem man die Elemente einer beliebigen
Zeile (oder Spalte) mit | multipliziert.

Besitzen die Elemente einer Zeile (oder Spalte) einen
gemeinsamen Faktor | , so darf dieser vor die
Determinante gezogen werden.

Eine Determinante besitzt den Wert Null, wenn sie

mindestens eine der folgenden Bedingungen erfillt:

1. Alle Elemente einer Zeile (oder Spalte) sind Null.

2. Zwe Zeilen (oder Spalten) sind gleich.

3. Zwel Zellen (oder Spalten) sind zueinander
proportional.

4. Eine Zelle (oder Spalte) ist as Linearkombination der
tbrigen Zeilen (oder Spalten) darstellbar.



Regel 7.

Regel 8.

Regel 9:

Der Wert einer Determinante andert sich nicht, wenn man
zu einer Zeile (oder Spalte) ein beliebiges vielfaches einer
anderen Zeile (bzw. Spalte) addiert.

Multiplikationstheorem fir Determinanten

Flr zwel n-reihige Matrizen A und B gilt stets

det( AxB) = (det A) X(det B)

d.h. die Determinante eines Matrizenproduktes AxB ist

gleich dem Produkt der Determinanten der beiden
Faktoren A und B.

Die Determinante einer n-rethigen Dreiecksmatrix A
besitzt den Wert

det A=a,a,,..a,

d.h. die Determinante einer Dreiecksmatrix ist gleich dem
Produkt der Hauptdiagonal elemente.



Beispidl:

Bestimme die Determinanten von folgenden Matrizen:

& 1 -30
A=0 0 O]
§4 5 3g
el 4 1 06
B_g-s 20 5 07
el 1 2 3
1 0 1 1
& 0 460
C=¢1 3 1]
1 5g
det A=0 p Alle Elemente der 2. Zeilesind O
Regel 6.1
detB=0 p Zeile 1 und Zeile 2 sind zueinander
proportional
detC=0 p Spalte 1 und Spalte 3 sind gleich

Regel 6.2



Beispidl:

a 4 -20 & 2 30

A= 3 1] B=¢7 1 4,

§ 5 25 €2 3 15

Berechne die Determinante des Matrizenproduktes A xB
Regel 8

det(AxB) = (det A) X(det B)

1 4 -2[0 2 3
=0 3 1/x7 1 4=21x39=819
1 -5 2/}-2 31
=21 =39
Beispie:
4 8 0 -26
A_go 1 1 47
"0 012 1-
0 0 -3z

Nach Regel 9 ist (fUr eine Dreiecksmatrix)

det A= 4xX1x12X(- 3) = - 144



7.2.5 Praktische Berechnung einer n-reihigen Determinante

Entwickelt man eine 5-reihige Determinante nach LAPLACE, so
erhdt man zunéchst funf 4-rethige Unterdeterminanten und aus jeder
dieser 4-reihigen Determinanten durch abermalige Entwicklung vier
3-reihige Unterdeterminanten.

& X X X XO
gx 0 0 O oj
cx 0 0 0 O:
Cx o0 0 O of
& 0 0 0 0g
n=5
|
1/, 1/, 1/ 14 14

| (funf 4-reihige Unterdeterminanten) |

YoV oY/ YoV oY/ YoYoY0Y/ YoV oY/ YoV oY/

ooy tobb - bbdg tobl bbod

Entwickelt man eine 6-rethige Determinante nach dem gleichen
Schema, so erhdlt man nach drei Entwicklungsschritten bereits 120
3-reihige Determinanten.



Elementare Umformungen einer Determinante

Die folgenden elementaren Umformungen verandern den Wert einer
Determinante nicht:

1.

Ein den Elementen einer Zeile (oder Spalte) gemeinsamer Faktor
darf vor die Determinante gezogen werden.

Zu einer Zeile (oder Spalte) darf ein beliebiges Vielfaches einer
anderen Zeile (bzw. anderen Spalte) addiert werden.

Zwei Zeilen (oder Spalten) dirfen vertauscht werden, wenn
gleichzeitg das V orzeichen der Determinante geandert wird.

Praktische Berechnung e ner n-rethigen Determinante (n>3)

Die Berechnung einer n-rethigen Determinante (n>3) erfolgt
zweckmaldigerwel se nach folgendem Schema:

1.

Mit Hilfe elementarer Umfor mungen werden zunéchst die
Elemente einer Zeile (oder Spalte) bis auf eines zu Null
gemacht.

Dann wird die n-rethige Determinante nach den Elementen
dieser Zeile (oder Spalte) entwickelt. Man erhdlt genau eine
(n-1)-reihige Unterdeterminante.

Das unter 1. und 2. beschriebene Verfahren wird auf die
(n-1)-reihige Unterdeterminante angewandt und fuhrt zu einer
einzigen (n-2)-reihigen Unterdeterminante. Durch wiederholte
Reduz erung gelangt man schliefdlich zu einer einzigen
3-reihigen Determinante, deren Wert nach der Regel von Sarrus
ZU berechnen ist.



Beispidl:

2 2 0 0
4 1 -3 2
D=y .1 2 1
1 -10 0

Das Zidl ist es die Elemente einer Zeile (oder Spalte) bis auf eines zu
Null zu machen.

1. Zunéchst wird die 4. Zeile mit 2 multipliziert
2. DieZsdle
2 -2 00

wird zur 1. Zelle addiert

4 0 0 O

4 1 -3 2 1 -32
D=, , =4%1 2 1=4x7=28

1 -1 0 O 100




Beispidl:

S + + O

NN O DN B

b O O +» O

Wir versuchen die erste Zeile zu Null zu bringen.

1. 2. Spatemultipliziert mit 2

2. addiert zur 4. Spalte ergibt

S = O

NN O DN B

b O O +—» O

N W~ b O

a2 0
Cq~
g -
¢O=
4+

& 4g

und



Zur 2. Spalte wird die erste addiert:

3.

2 1 3 4

1

-3
3 0 4 3

1 O

2

-2

-2 1

-1 0 0 0 O

0

2 1 3 4

1 O

1=-1x

-3

3 0 4 3
-2 1

1
0

2

-2

Von der 4. Zeile wird die erste subtrahiert:

4,

-5 -2

-4

1

1

-3

-2

-5

-5 -2

-4




7.2.6 Erganzungen

7.2.6.1 Regulare/ Singulare Matrix

A ist Regulére Matrix P detAl 0 Gilt nur fur
guadratische
Aist Singulare Matrix P detA=0 Matrix
Beispiel:
& 0 20
Azgl 4 1= It Aregular?
21 29
det A=211 0 P regular
B_ae4 20
—eb -3g

detB=(-4)X-3)- 6x2=0 b singular



7.2.6.2 Inverse Matrix

AxX =E

A
X
E

n-reihige quadratische Matrix
inverse Matrix
Einheitsmatrix

1. Einequadratische Matrix besitzt genau eine Inverse

2. Besitzt éine Matrix A eineinverse Matrix A *, so heilt A
invertierbar (umkehrbar)

Al - Kehrmatrix, Umkehrmatrix, Inverse

3. AxA'=AlxA=E

4. EineMatrix Aist invertierbar, wenn

- A eine quadratische Matrix ist

-det A1 0; Aeinereguldre Matrix ist

A, - adjungierte Matrix

e\,
A,

mit

Ac=( 1)i+k D,

Ao
A,

X

X

Pon

X X X X X
X X X X

Dik

X

Ay 0

A

(n-1)-reihige Unterdeterminante



Man beachte die Reihenfolge der Indizes. In der i-ten Zeile und k-ten
Spalte von A * befindet sich das algebraische Komplement A, und
nicht etwa A, (Vertauschung der beiden Indizes)

A, xx A
AL A, XX AT
T ¢ '
Ahdj:(Ak) :QX X X X X =
C x X X X xi
A, A, x % Ag
By Ay X x Ay
A, A, X % AT
C :
=¢ % X X X X
C x X X X x:
A, A, x X Ad




Beispid:
Bildedielnversezu A

& 0 -10
A:§:8 4 1=
21 Og
1. deist quadratisch

2. detA=-110 b seistregular

Mit 1. und 2. P Aistinvertierbar (umkehrbar)
Al= 1
= det A

L B A A

Atl= ﬁ A, Ay Aszi
Az Az Apg

Ay = (- ) XDy, Ay = (- D#1 XDy Ag = (- D31 XDy,
A, = (- D2 xDy, Ay, = (- 1)#2 XDy, Ag, = (- 1)32 xDs,
A = (- D3 XDy Ay = (- 1)?*3 XDy Agy = (- 1)33 XDy,

Dy - Unterdeterminanten



Du=g1 157-1 D=y 0457 D=4 1474
&8 16_ _&El -16 &l -16
Dlz_é.z Og_z Dzz—é_z Og 2 Dgz—é_g 1g—'7
&8 40 a&l 00 &l 00
D13=é_2 1g=0 D23=é.2 1g=1 D33=é.8 4g=4
A,=+D;=-1 A,=-Dy=-1 Ay =+Dy =4
A,=-Dp,=-2 Ay, =+D, =-2 A =- Dy =
Az =+Dp = A =-Dyp=-1 Ap=+Dy3 =4

Die Inverse Matrix zu A lautet:
&1 -1 40 & 1 -40
A‘1:—1>4g-2 -2 7= 2 -1x
0 -1 4g 1 -4g
Zur Probe AXxA'l=E
a 1 -40
AlD D 7 FALK-Schema
% 1 -4g zur Multiplikation
der Matrizen
&l 0 -10 & 0 00
84 1x g 1 0=
21 Og 0 1g




7.2.6.3 Rangeiner Matrix

Es sai ene Matrix

Amn
vorgegeben.
Man bilde ale mdglichen Unterdeterminanten dieser Matrix,

betrachte aber nur digjenigen unter ihnen, die einen von Null
verschiedenen Wert besitzen.

Unter ihnen gibt es dann mindestens eine Unterdeterminante von
A, dieim Vergleich zu allen Ubrigen die hdchste Ordnung
besitzt.

Die Ordnung r dieser Unterdeterminante von A heif3t dann der
Rang r der Matrix A.

Wir definieren daher:

Unter dem Rang einer Matrix A vom Typ (m,n) wird die hochste
Ordnung r aller von Null verschiedenen Unterdeterminanten von
A verstanden.

Rg(A) =r



Anmerkungen:

1. rist hochstens gleich der kleineren der beiden Zahlen mund n:

m me£ n
r £ far
n n < m

Rangbestimmung elner Matrix unter Verwendung von
Unterdeterminanten

Der Rang r einer (m,n)-Matrix A kann wie folgt bestimmt werden

(fur m£ n):

1. Zunéchst werden die m-reihigen Unterdeterminanten von A
berechnet. Esist r = m, wenn es unter ihnen wenigstens eine
von Null verschiedene Determinante gibt.

2. Veschwinden aber samtliche m-reihigen Unterdeterminanten
von A, soist r héchstens gleich m- 1. Esist daher zu prifen, ob
es wenigstens eine von Null verschiedene (m-1)-reihige
Unterdeterminante von A gibt. Ist diesder Fall, soistr = m- 1.
Andernfallsist r hochstens gleich m- 2. Das beschriebene
Verfahren wird dann solange fortgesetzt, bis man auf eine von
Null verschiedene Unterdeterminante von A stofét. Die Ordnung
r dieser Determinante ist dann der gesuchte Rang der Matrix A.

2.  Fur eine n-rethige quadratische Matrix A ist stetsr £ n.
Insbesondere gilt fir eine regulére bzw. singuldre Matrix:

Regulare Matrix A: det A1 0 b r=n

Singuldre Matrix A: det A=0 p r<n




Beispidl: Rang der Matrix A

@ 1 100
Aaay =2 -1 1 3¢
-2 0 3o

Der Rang r kann hochstens 3 sein:

Wir prifen zuerst, ob es wenigstens eine von Null verschiedene
3-reihige Unterdeterminante von A gibt.

Neuer Begriff:

Bildung der Unterdeterminante von nichtquadratischen Matrizen

Durch streichen einer der 4 Spalten |&(3t sich eine 3-reihige
Matrize gewinnen, deren Determinanten wiederum als 3-rethige
Unterdeterminanten von A bezeichnet werden.

Es gibt vier 3-rethige Matrizen:

&l 1 00 & 1 00 & 1 00
-1 1 3= 1 3= 5-131 gll:
2 0 3g 0 3g 2 39



Davon die Determinanten berechnet, ergibt

1 1 11 1 1 1 1
-113=0 [213=0 2-13=0 2-11=0
-2 0 10 1-2 1-2

Es gibt also keine von Null verschiedene 3-reihige Unterdeterminante
von A.

Daheristr < 3.

Der Matrizenrang kann hochstens gleich 2 sein, d.h.r £ 2

Wir prifen jetzt, ob es wenigstens eine von Null verschiedene
2-reihige Unterdeterminante von A gibt.

Durch streichen der ersten Zeile und der 3. und 4. Spaltein A erhalten
wir die folgende nichtverschwindende 2-reihige Unterdeterminante:

E :é‘ZZx(-Z)_ 1q-1)=-4+1=-3

Die Matrix A besitzt somitden Rangr =2



7.3 Lineare Gleichungssysteme

Ein lineares Gleichungssystem mit
m Gleichungen

und
n Unbekannten

vom algemeinen Typ

A X, T A X, ..t X, =G
Ay X T ARX .. 13, X, =G,

X
X

X

Xy T 8 Xt Fa X, = Gy

|83t sich unter Verwendung von Matrizen in einer besonders
tbersichtlichen Form darstellen.

Die Koeffizienten a, werden zu einer Koeffizientenmatrix A ;
die Unbekannten xi, X, ..., X, zu einem Spaltenfaktor x und
die absoluten Glieder cy, ¢, ..., C, zu einem Spaltenvektor
zusammengefalt.



A
A

Ao

b

X X X X X
X X X X X
X

L 6sungsvektor bezeichnet



Unter Verwendung des FALK-Schemas zur Multiplikation von
Matrizen |&l3t sich namlich leicht zeigen, dald das Matrizenprodukt

A xx

zu einem Spaltenvektor C fihrt.

;0
CXo+
X=gx+

X+
&0

BB, X, + Xt +ayX, O

Ry Gy XX ai”? 9321X1+a22X2+...+a2an:
Bn Bp XX Ay : y ;
A=c X X XX X AXXZQ « .
C x X X X X~ C o -
By B X X b o+ 8yt 4, K 8



7.3.1 Lineares quadratisches Gleichungssystem

Fir m = n erhalten wir den in den Anwendungen besonders haufigen
und wichtigen Sonderfall eines quadratischen linearen
Gleichungssystems mit n Gleichungen und n Unbekannten.

A1 X T apXot.. Fa X, =G
Ay X, T apXot..Fap X, = G,
X
X
X

A X T A Xot.. X, = G,

oder Axx=C

Die Koeffizientenmatrix A ist dabei quadratisch,
die erweiterte K oeffizientenmatrix (NC) vom Typ (n, n + 1).

&y, &, XXa, O
Cdy; Ay X X dy, G~
(Ao) =¢ x X xx X |x+

CX X XX X Xz

Ay a8, XXa, [Cg

Inhomogenes lineares (n,n)-System

AxXxX=cC

Homogenes lineares (n,n)-System

Axx=0



Kriterien fur die Losbarkeit eines inhomogenen linearen
(n,n)-Systems Axx =C

Inhomogenes (n,n)-System
AxXx=c
I

det At O det A=0
(Aist regular) (Aist singulér)

Genau eine Rg(A) = Rg(Alc) =r <n Rg(A) * Rg(Alc)
L 6sung Unendlich viele LOsungen Keine Losung

Kriterien fur die Losbarkeit eines homogenen linearen
(n,n)-Systems Axx =0

Homogenes (n,n)-System

Axx=0
J— | R
det At O det A=0
(Aist regular) (Aist singulér)
1 1
Genau eine Losung: Unendlich viele LOsungen

X =0 (triviale Losung) (darunter die triviale L 6sung)




7.3.2 CRAMERsche Regel
Zur L6sung eines inhomogenen linearen (n,n)-Systems AXX =C

Nach dem Kapitel 7.3.1 besitzt ein inhomogenes Gleichungssystem
AXX =C genau eine L6sung, wenn die Koeffizientenmatrix A

regulr ist.

AxXxX=cC Multiplizieren AXX =C
von links mit A (inverse)
AlxAxx=Alx

Dielinke Seite; Al1xXAxx=Exx=X

Das ergibt:

x=Alxg

Der Losungsvektor x ist somit das Matrizenprodukt aus der zu A
inversen Matrix A* und dem Spaltenvektor c.

Multiplikation A, XC; = Ay

By, Ay Xx Ayo eg 0
CAx Ayn XX Ap+ G+

detAgx X XX X—)@X—

X XX XXz

A, A XX Ang &g

X=Alx=

E, XAI +C, xAZl ..... +C, xAﬂ_ 0
oG XA, TG xAszz ----- +Cy XA+

detA’g
€, XA, + G, xAZn ----- +C, XA, @



oder in komponentenweiser Darstellung

X, = CA; + A ... AC A,

det A
X _GAL t G AL HC A,
2= det A
X
X
X
_GAt GA A A
%o det A

Im Nenner steht die K oeffizientendeterminante D = det A

Auch der jeweilige Zahler bel x4, X, ....., X, |83t sich durch eine
Determinante darstellen.

Ersetzen wir in der Koeffizientendeterminante D die 1. Spalte durch
die Absolutglieder ¢4, C,, ....., C, des Systems, so erhalten wir die
n-reihige Determinante D..

G Qo A3 X X ay,
C, Ay Ay X X Ay,
D, =X X X XX X
X X X XX X

G Ay A XX

Um D; zu berechnen, fuhrt man die Entwicklung von D, nach
Elementen der 1. Spalte durch:

D, = ¢ XA +Cy XAy + Gy XAg ... 4G, XAy
Damit ist X; gleich

D
X =T



Fir x, wird die 2. Spalte der Koeffizientendeterminante D durch die
Absolutglieder ¢4, Cy, ....., C, des Systems ersetzt.

d; G A3 X X ay
dyy G Ay X X Ay,
D,=| X X X XX X
X X X XX X

Ay G Ay XX ay,

D, entsteht durch die Entwicklung von D, nach den Elementen der
2. Spalte:

D, = ¢ XA, + G, XAy, +C3 XAy +.... 4G, XA,

D
X =5

Entsprechend erhalten wir die Ubrigen Unbekannten Xz, Xa, ....., Xn

=2
D
X =
X
X
X
D,
Xn=3

REGEL.:

1.  Nur,wennAreguldrist D =det A1 O



Beispidl:

L 6se das inhomogene lineare Gle chungssystem

2% + X, + 3% = 8
= Xl = 4X2 + X3 = 3
Xl + 2X2 = 4X3 - 1

D=det A=

2 1 3
-1-4 1/=3110
1 2 -

Aist regulér, daher besitzt das System genau eine L6sung

C
5 8 1 3
X, = D=3 -4 1|=155
D 12 -
_155_
TR )
C
5 28 3
X, = =2 D,=-13 1|=-62
D 11 -
_-62
2 =31 =72 )
C
2 1
X3=% D3='1'4%=0
1 2
0



