8 Unendliche Reihen, Potenzreihen, Taylor-Rehen,
Fourier-Reihen

8.1 Unendliche Rehen

8.1.1 Grundlegende Definitionen und Eigenschaften

Im Kap. 3.4.1 wurden Zahlenfolgen und ihre Konvergenz behandelt.

Hier betrachten wir folgende unendliche geometrische Zahlenfolge

a,=1: 02:02°: 02°: ...
n=1 n=2 n=3 n=4

Sie kann nach einem Bildungsgesetz anders geschrieben werden:

a,=02"% |, niN

Jetzt bilden wir aus den Gliedern dieser Folge Partialsummen, indem
wir Glied fur Glied aufsummieren.
Die ersten 4 Partialsummen lauten:

S=q =1=1

S=qta, =1+02=12

S =g ta, +a; =1+02+022 =124
>§4:a1+a2+a3+a4 =1+0,2+0,22 + 0,22 =1,248
X

X

Wir fassen sie zu elner neuen Folge zusammen

Partialsummenfolge

=S, S, S S, ...



Sie kann wiederum mit dem Bildungsgesetz geschrieben werden zu:

S, =1+02t+0,22 + 0,23+.... 40,21

d
S, =a 02«1

k=1

S, ist dabei die n-te Partialsumme, d.h. die Summe der ersten n
Glieder der Zahlenfolge a.,.

Fur die Partialsumme S, fihren wir die neue Bezeichnung

Unendliche Relhe

ein und schreiben daftr symbolisch
&
1+0,2t +0,2%+....+02™ +,....=aA 0,2"?

Die unendliche Relhe kann demnach as formale Summe der Glieder
einer Zahlenfolge a,, aufgefaldt werden.

Man bildet eicnen SUMMENWERT einer unendlichen Reihe.

Ba einer endlichen Rehe wird diese durch Addition der
endlich vielen Reihenglieder ermittelt.

Bal einer unendlichen Rahebilden wir den Grenzwert der
Partialsummenfolge S,.

Def.. DieFolge S, der Partialsummen einer Folge a,, heifit
unendlicheRehe

3
S=Ada,=a+a,+azt...ra,+....
n=1




Beispiel: Unendliche Reihenfolge n
a, =N
a, =1 2, 3 ..., n (n=N)

S=1

S, =1+2
S, =1+2+3
X

n=1

Beispiel:
a, =1 :_2L’ %, ..... : %,
S=1 .
%=1+5+3
9
3=1+%+%+ ..... 2



Beispiel: Geometrische Folge (auch unendliche Reihe)
a,=agq™t=a, aq, ag? ..... , agni, ...
n=1 n=2 n=3

erhalten wir durch Partialsummenbildung die sogenannte
geometrische Reihe




8.1.2 Konvergenz

Eine unendliche Reihe

8
a a,

n=1

d
hei} konvergent, wenn die Folge ihrer Partialsummen S, = A &,

k=1
einen Grenzwert Sbesitzt:

ImS, =limaAa, =S

|
n® ¥ n®¥ | 1

Die Zahl Swird a's Summenwert der unendlichen Reihe bezel chnet.

3
S=da,=a +ta,+..ta,+....

n=1

Besitzt die Partialsumme S, jedoch keinen Grenzwert, so heifdt die
unendliche Reihe divergent.




Beispiel:
&
Zeige, dal die unendliche geometrische Rethe @ g™ * fiir

n=1

‘q‘ <1l  konvergiert
und far

‘q‘ 31  divergiert

a gri=1+qg+Qg?+..+gmi+..

S =1+q+Q? +3+...+qQ™?
Man bildet die Differenz (S, - %S,
S =1+ q+g?+Qe+..+q-2+ gt
- 9SG, = q+0°+Q3+... QU2 +gri+qn

S- 9§ =1-q

S1-9)=1-q" S = qtl

Jetzt bilden wir den Grenzwert der Folge der Partialsummen S,

imSg, = Iiml_ a__1

S:r|1®¥ ne¥ 1- q 1-Q

dain diesem Fall (‘q‘ <]) limgn =0

d>1  limgn=¥

li
n®



Zahlenbelspide:

1 8 40 _ 3
a=3 P dgy 7
_ $add _
=+3 P na:'léﬁﬂ

1 §@ld " _2
4=-2 P na:'le'ﬁﬂ ~ 3



8.1.3 Konvergenzkriterien

Konvergenzkriterien ermoglichen eine Entscheldung dartber, ob eine
vorgegebene unendliche Zahlenreihe konvergiert oder divergiert.

Damit die unendliche Reihe konvergiert mul3 eine notwendige

8
lima a, =0

n=1

und eine hinreichende Bedingung erflllt sein.

Es gibt zwei in der Praxis besonders wichtige hinreichende Kriterien
A.  Quotientenkriterium

B. LEIBNIZsches Konvergenzkriterium fir
alternierende Reihen



8.1.3.1  Quoatientenkriterium

Erfullen die Glieder einer unendlichen Reihe

8
a a,
n=1
die Bedingung
(O] _
r|1'®rQ a, | g<1
so ist die Reihe konvergent. q>1 b divergent
s 1 .
Beispidl: Zeige, da3 A @n)! konvergiert.
n=1 '
1
G = (2n)!

An+1 =




8.1.3.2 LEIBNIZsches Konvergenzkriterium fir alternierende
Reihen

Alternierende Reihen sind Reihen, deren Glieder abwechselnd positiv
und negativ sind.

Eine solche Reiheist in der Form
3
A-Dixa,=a - a+tag- az+-....
n=1

mita, >0

darstellbar. (- D™*1ist ein Vorzeichenfaktor

Eine aternierende Reihe ist konvergent, wenn
1. a>a,>a83>...>a, > ayg ...

2. lima,=0

n® ¥

Bemerkung: Eine aternierende Reihe ist konvergent, wenn die
Betrage der Glieder eine monoton fallende Nullfolge
bilden.




Beispidl:
8
1) Prife, ob die dternierende Reithed (- )"+t N konvergent ist.

g
2) a_.l (_ 1) n+1

3)

x_
n

alternierende geometrische Reihe

3
a-Dmixi=1- 1+1- 1+-...

n=1
a, =1 fur allenl N

und

n=1

gl

a, ist keine monoton

fallende Nullfolge



8.2 Potenzreihen

Def .. Unter einer Potenzreihe P(X) versteht man eine unendliche
Reihe vom Typ

&
P(X) = A a,X" =ag + a,x* + a,x2+....+a,X"+....

n=0
1. @y, &, @, ... 1R sinddieKoeffizienten der
Potenzreihe

Beispiel:

&
1) P(X) =ad X" =1+ xt+ x2+....+X"+....

n=0
2 Px—§x—n—1+x—l+x—2+ +X—n+
) ()_n:On!_ ot RS



8.2.1 Konvergenzverhalten einer Potenzreihe

Es sal eine Potenzreihe
3
P(x) = A a,x"
n=0

vorgegeben.

Lt. Definition in Kap. 8.1.2 konvergiert eine Potenzreihe an einer
Stelle x,, wenn die Partialsummenfolge

R(X) =a .

R(X) =ag +aX

P(X) =a,+ X + A%’
X

X

X
P.(X) = &g+ @' +aX°+.... 48, %,

einem Grenzwert, dem sogenannten Summenwert P(X;) zustrebt.

Besitzt diese Folge jedoch keinen Wert, so ist die Potenzreihe an der
Stelle x; divergent.

Def .. Konvergenzbereich

&
Die Menge dler x-Werte, fur die eine Potenzreihe A a, X"
n=0
konvergiert heif3t Konvergenzbereich der Potenzreihe.




Der Konvergenzbereich einer Potenzreihe |&3t sich geometrisch wie
folgt konstruieren

&

Zu jeder Potenzreihe A a,X" gibt es eine positive Zahl r
n=0

Konvergenzradius genannt, mit den folgenden Eigenschaften:

1. Die Potenzreihe konvergiert tiberall im Intervall X <r
2. Die Potenzreihe divergiert dagegen fir [X >r

3. bei [X =r I&% sich jedoch keine algemeingiiltige
Aussage treffen



Berechnung des Konvergenzradius

Nach dem Konvergenzkriterium konvergiert eine Reihe A b, , wenn
n=0

sie die Bedingung

By.a| _
b, | =

lim——
®¥

erfullt.

Mit b, =a,x" und B,; =a,. XX"*! erhdt man:

Diese Ungleichung schreiben wir um:

; an+1 an+l
im0 2hodimh:

. 1Anyg
A, | <1

1 . a,
< =lim =r

|X| Iiman+l n®¥ an+l

n® ¥| d,
r=Iim % Konvergenzradius der Reihe

N® ¥|8h41
X <r

3
Die Potenzreihe @ a,X" konvergiert fir [X <r
n=0



Beispidl: Konvergenzverhaten der geometrischen Reihe

3
A X" =1+ X+ X2+, X"+ x4+
n=0

Mit a,=1
g =1

erhalten wir fur den Konvergenzradius r dieser Reihe;

mlzl

a“ =i
ne¥ 1

Diese Reihe konvergiert fir [X <1

und divergiert fur [X > 1
2) Konvergenzverhalten der Reihe
% Xn 1+£+X2 X3+ +Xn+ Xn+l
< onl o203 n  (n+1!
1
G =t
1
an+1 (n+1)|
; (n+1)
I n . _(+Dh!
S L1 P 1 e T
(n+1)!
. ni(n+1) _ _
=lim ™ = limn+ D = +¥

Wennr =¥ , dannist die Bedingung |X < r immer erfilllt.



Beispiel:
. (x- Dn
a (D!

Die Relhe entwickelt:

¥
aCyma = 2 3

Zuerst substituieren, um eine “bequemere” Form zu erhalten

(x-D" _(x-Dt (x-D?  (X-1°

z=Xx-1
y
n+1 = = _
a (- D+t x 5t3- t.
. 1
Mit an=(-1)”+1><ﬁ
. 1
-1 “nel
1
( 1)n+lx +
r = lim-2 = Iim N |- imtd o
N®¥|Ap4q| N® ¥ - )2 x 1 ne¥ N
( n+1
. 16
:-%Q\+ﬁgzkﬂzl fdls1 |2<1
Fir z2<-1 z30 b z<1
0£z<1
z<O0 b -z<1
z>-1
-1<z<0
-1<z<1
-1<x-1<1

O<x<+2



Eigenschaften der Potenzrel hen:

1.

Eine Potenzreihe kann als eine Funktion aufgefaldt werden:
&
X ® P(x) = A a,x"
n=0

Eine Potenzreihe darf innerhalb ihres Konvergenzbereiches
gliedweise differenziert und integriert werden.

Zwei Potenzreihen durfen im gemeinsamen Konvergenzbereich
der Rethen gliedweise addiert und multipliziert werden.



8.3 TAYLOR-Rehen Sonderfall von Potenzreihen

Esist grundsétzlich moglich eine vorgegebene Funktion f (X) in eine
Potenzreihe zu entwickeln.

8.3.1MAC LAURINsche Reihe

Unter bestimmten V oraussetzungen |&t sich eine Funktion f (X) in
eine Potenzreihe der Form:

f(x) =f(0)+ fq(O) f(;K!O) X2 + f(Dg;(O) X3+

410,

n=

entwickeln.

Erklérung zur Herleitung

1. Die Entwicklung der Funktion f (X) in eine Potenzreihe vom Typ
f(X) =ay +axt +a,x? + a;x3+....+a, X"
Ist grundsétzlich moglich und eindeutig.

2. DieFunktion f (X) istin einer gewissen Umgebung von X =0

beliebig oft differenzierbar und die Funktionswerte f (0) und
Ableitungswerte f 0), f &0), f &YO), ..... sind bekannt.




damit qilt fir die Herleitung der Koeffizienten a,, ay,

fax) =
f Q(x) =
f a(x) =

X
X

An der Stellex = 0 gilt dann:

f(0)=
f 0) =
f &(0) =
f wy0) =
I'V(O) =

X
X

Daraus werden die K oeffizienten wie folgt berechnet:

aO:



Beispiel: ex in Mac LAURINsche Relhe:

() =
qx) =
ax) =
"(x) =
damit f"(Q)=1 , n=0,1,..

£ 0 41

eX=a _a X"
n=0 n! nOnl
1+£+X—2+X—3+

' ' | Teeees
- 21 3

Der Konvergenzradius wurde schon friher berechnet
r =% d.h. die Reihe ist standig konvergent.

damit f"(0) = (- )" L

f”(O) _ 8 1

ex= ( 1)”)(
0

n=



f(X) =sinx f(0) =
fa(x) = f §0) =
fo(x) = f &0) =
f(ﬂ:ﬂ:](x) = f O) =
fvV(x) = fv(0) =
ab da wiederholen sich die Werte
sinx=0+%xx+%xx2- %xx3+%xx4+éxx5+%xx6
_ xtox® x5 X7 _ 3 ) ¥ 2n+1
smx-ﬁ-§+ﬁ-ﬁ+- ..... —na:,o(-l) x—(2n+1)!
Eine ungerade Zahl wird durch den Ausdruck
n=0,1,2
festgelegt: 1,3,5,7, ..... Minus bel jedem zweiten ungeraden n
Berechnung des Konvergenzradius .
— (_ 1)n x#
a G = (2n+1)!
r=Iim mit
N® ¥|Qn4q . 1
2 = D™ X201 g)
1
L CD"Xon+pr | o (2n+3)_
r‘n'@@_lnﬂx 1 | e @En+D
( (2n+3)

(En+Dl n+ 2@+ _|ion+2)@n+3) =¥

=1l 2n+1)!

daher konvergiert die Reihe besténdig fur alle xI R




Beispid: f (X) = cosx

1. Methode: Mac LAURINsche Entwicklung:

f (X) = cosx f(0) =

fa(x) = f40) =

fox) = f@(O)—

f @) = f @m0) =

fvV(x) = fv(0) =

(:osx=1+%><xl Zl,xx2+%xx3+%xx4+gxx5 é!xXG
_ X2 x4 x6 _ ] ¥2n

cosx=1- Sy+ - grt--m a( 1) x(2n)'

Eine gerade Zahl 1&63t sich durch den Ausdruck:
2n

beschreiben. Minus bei jedem zweiten geraden n

Berechnung des Konvergenzradius;

- a, R T ]
r:“rQan mit
n® +1 1
an+1 :(_ 1 lx(2n+2)|
1
D™ om | en+2)
r=1lim =lim ,
”®¥(_1)n+1x 1 ne¥ (2n)!
(2n+2)!

= ®rQ(2n +1D(2n+2) = +¥



2. Methode  Durch gliedweise Differentiation der sin-Reihe

0
. & X3 x X 0
cosx—(snx)d,:éﬂ-g BTty
~ 1 3x® bx* 7x®
=" 3 T - o7t
X2 X4 X6 % X2n

=1- ot g g e =a(-1)“><(2n)!



Beispidl: Binomische Reihe f(xX)=@Qxx)"

Zuerst f(X) = (1+ x)"

F(x)=@+x)" f(0) =

Fa(X) = fq0) =

fOY(X) = f 0(0) =

f am(x) = f am0) =

(1+ )" :1+%><xl $0- 0o, N0- DN 2)

51 3 X

_..Nn nin- 1 n(n- )(n- 2)
—1+1xx1+—1>Q XX2 + 103 xXX3+.....

Die Koeffizienten dieser Reihe sind sog. Binomialkoeffizienten

aad_ nl _(n- k+Dx.Xn- 2)xn- 1)
&g~ k!(n- k)! ~ k!

_nXn- 2)X4n- Dx.Xn- k+1)
- K!

B 8  (8-3+D)X8- D)8 8x7>6
&3z~ 3(8- 3! 3l - 3

z.B.

. ano aao ano
- n — < 147 2 43 3 =
damit (1- X) I+ X+ 20 X7 +ag X0t

S apld
=a 5 XXk
oKD



Berechnung des Konvergenzradius:

2 Falle, wenn
1. nI N
2 ni N
2. Fall: nl N
la | ,. &e N
r=1im =lim S =
k® ¥y +1 k®¥ian 0 2n
ek+1ﬂ ak+1:é|(+1ﬂ
nin- 2)(n- Dx..Xn- k+1)
— lim 12 X3x4%....K _
kex n(n- 2)(n- 1)x..Xn- k+2(n- k)
12 X3x4%...5k XKk +1)

1
=i k+1—I' 1+E =+]1
TIn- Ko «e9n |
k- 1
Die Binomialreihe konvergiert
fur |X<r b X <1

undim Fallen> O sogar [X £ 1



f(x)=(1- x) statt x setzen wir (-x) €in

(L- X" =1+ o= ) + - )2 + oA X)*+.....=

_ . a0 a0, , a0,
=1 élgxx+é2gxx é3gxx+ ..... =

8 ano
— _ k™ k
A (- Dekg™

Wir fassen jetzt die Potenzreihenentwicklungen (1+ X)" und (1- X)"
zusammen.

0 a0 0 a0

aa aa
(1xx)" =1+ élgxxl +é2£/)><x2 J_ré3gxx3 +é4gxx44_r .....
} 1 1

Fir n=35 p (1+Xx)2 =1x X

J1xx =01+ x)é

£(x) = (1% X)2 £(0) =

fax) = fq0) =

f a(x) = f ay0) =

f am(x) = f am0) =

f4(x) = f4(0) =

1 1 1X1<3 135

(1i X)% :1i%xxl_ &XXZi 2>Q>Q XX3- MX}(“+



1
22 1 1

2 T2
_ 1
5 222 1
1X3  2x4x6
1
y 220 1
1X2X3x4 2 x4 X638
damit:
(1 x)% =1J_r%xx1- Zl%ixxzi leiféxx?’ %xﬂim.
Beispiel: (1+ x)-2
f(x)=@+x)* f(0) =
fa(x) = f0) =
f ®(x) = f &(0) =
f ay(x) = f @y0) =
f4(x) = f4(0) =
(1+x)'1:1+'T,1xx+%xx2+'1;2>6xx3+1x2fx4xx4+ .....

(I+X)1=1- x+x2- xX3+x4- +.....

Beispidl: f(x)=(1- x)1

(1- X)1=1+ X+ X2+ X3+ X4+.....



8.3.2TAYLORsche Reihe

Die Potenzreihenentwicklung einer Funktion f (X) um den Nullpunkt
Xo = O fuhrte zur Mac LAURINschen Reihe von f (X).

Grundsétzlich kann man eine Funktion f (X) um eine beliebige Stelle
Xo entwickeln.

Diese Entwicklung heif3t TAY LORsche Reihe.

d(xo)

F(X) =1 (x)+ X(X= X))+

n(><o)

= 9 X(X= Xo)"

Xo- Entwicklungszentrum
1.  fir X, =0 geht die Taylor-Reihein die Mac Laurin Reihe Uber,
die somit eine spezielle Form der TAY LORschen Rethe ist.

2. Konvergenzradius r
Die Reihe konvergiert fur \X - XO\ <r.




Beispiel:  Entwicklung der logarithmischen Funktion f (X) =Inx

Die Entwicklung von f (X) =Inx an der Stelle X, = O ist nicht
maoglich, da der Logarithmus an der Stelle X, = O nicht definiert ist.

Wir wahlen X, =1 a's Entwicklungszentrum:

f(x) =Inx f1)=

fqx) = fqD) =
fa@(x) = faxd) =
f Qy(x) = faoy) =
f4(x) = f4() =

damit lautet die Entwicklung

Inx=0+%(x- 1)* - %(x- 1)2 +%(x- 1)3 -
1x23
- 4| (X' )4+'....

=+(x- Dt- %(x- 1)2+%(x- 1)3 - le(x- D4+.....

(x- 1

_a( 1)n+1x n

Konvergenzradius

( 1) n+l w—

Iia”

=i
N®18h4+1

n® 1

= D=
1
> =
23
=
)
|+
=
1
N

(_ 1) n+2 %

n+1



8.3.3 Ndherungspolynome

1.  Einevorgegebene Funktion f (X) wird zuerst in eine

Potenzreihe entwickelt.
2. Dann wird diese Reihe nach der n-ten Potenz abgebrochen

fqO f @0
0, 140

X2+, ...+

F(x)=1(0)+

f0) a0 fn(0)

TS XX2+....+ = xxX" + R, (X)

fa(x) = 1(0) +

Man erhalt dadurch das Néherungspolynom n-ten Grades fir f (X)

das sog.
Mac LAURINsche Polynom

Die vernachl&ssigten Glieder fassen wir zu einem sog. Restglied
R,(X)  zusammen.

f n+1 O o f n+2 (O)
R =" +(1)? X 1)

f(x)=f,(X) +R,(X) TAY LORsche Formel

(n+1)
R,(X) = f (n-l(-Jl):(X) xx"1 | AGRANGE

Die Gute des Mac LAURINschen Naherungspolynom |83t sich dabei
durch Hinzunahme weiterer Glieder in f,(X) stets noch verbessern.
Gleichzeitig verliert das Restglied R,(X) immer mehr an Bedeutung
und wird schliefdlich vernachlssigbar klein. Das Restglied beschreibt
somit den Fehler, den man begeht.

Alle Aussagen gelten auch fir die TAY LORsche Reihenentwicklung.



Beispid: fur die geometrische Deutung

f(Xx) = 1-—1x =(1- x)! ersetze durch Naherungspolynom
1, 2, 3 Grades

Mac LAURIN:

F(x)=(1- x)* f(0) =

fax) = fq0) =

fa(x) = f &(0) =

() = 2(0) =

f4(x) = f4(0) =

1- x — 1 2! G

f(x)=1_—1X=1+x+x2+x3+x4+ ..... +X"+.....
imBereich [X <1

Ndherungspolynome;
1. Naherung: f.(X) =1+ X nur im Bereich
2. Néaherung: fo(X) =1+ x+ x2 X <1

3. Naherung: fa(X) =1+ x+ X%+ x° Konvergenzradius



Beispiel: Berechnung der EULERschen Zahl e

f(X)=e*  Zuerst Mac LAURINsche Potenzreihenentwicklung
Beispiel aus Kap. 8.3.1

ex—gx_n—1+l+x_2+x_3+ +X_n+
S oont oo a2 3 nt o

Nach dem n-ten Glied erhalten wir aus der Potenzrei henentwicklung
ein Naherungspolynom n-ten Grades.

8 xk X x2 X3 X"
eX»,QOW:“ﬂJ“ﬁJ“ﬁJF ..... o

f (n+1) J XX XX
R.(X) = (n i D1 ) XX+l = ﬁ xx"1  LAGRANGEsches

Restglied
furx=1:
g1k 1 1 1 1
e»|<a:'oﬁ_1+ﬂ+§+§+ _____ 0
e e 3
R =+ <n+D <+
Rechenbeispiel firn=5
21 .1 1 1 1 1_ 1 1 1 1
e=a =l gttty =t ot gt o1t 100
e= 2716667

Fehlerabschatzung Ry(1) < (5731)| = g =0,0042 < 05%102

auf zwel Dezimalstellen nach dem Komma genaul.



8.3.4 Integration durch Potenzrei henentwicklung

Es gibt viele Integrale, die mit herkommlichen Integrationsmethoden
In geschlossener Form nicht |6sbar sind. Zu diesen Integralen gehort
das GAUSSsche Fehlerintegral, das in statistischen Problemen
auftritt.

F(x) = G dt
0
In zahlreichen Fallen 143 sich ein Integral OF (x) dx  schrittweise

wie folgt |6sen:

1.  Entwicklung der Integralfunktion f (X) in eine Mac LAUERIN
oder TAYLOR Reihe (wir erhalten eine Potenzreihe)

2.  Gliedweise Integration nach der Potenzregel



Beispiel: L 6se das GAUSSsche Fehlerintegral
F(x) = G “dt
0

Zuerst wird die Exponentialfunktion € entwickelt

Kap. 8.3.1 Substitution z = -t
142,27
—-14'514'Zﬁ'+ 3!+:".
bei z= -t

, 12 4 16 8 t1o
et =1- 1 o gt ?;i-k_ .....

X

_ t2 4 6 8 {1 6 .
F(X)_(;ﬁ_ﬁ-l_ﬂ_g-l_m_ﬁ-l__ ..... ﬂdt_
{3 t5 t7 t9 t11 X

U 352" 5@ ox 115t

X3 X5 X7 X9 Xll
=X B T 5T T3 T oxl T 161 T

y=et 0ExX£1



, _ X3 X5 X7 X9 Xll
AX=X- 31T 501" 7@ T 9xal - 118 T

A=

o Q’I—‘

1 1 1 1 1

=15t 7@ T o T 1hE T

1,1 1.1 1
"3710° 427216713207

=1

Durch Abbruch dieser unendlichen Reihenachdem 1, 2, ...., 6 Glied
erhdt man der Reihe nach die folgenden Naherungswerte fir den
gesuchten Flacheninhalt:

) 1

2 1-3=06667

3) 1- 3+55=07667

&) 1-3+:5- a5=07429

5) 1-:—1,)+%-4—12+%5:0,7475

6 1- :‘1a+ %) - 412 ¥ 2%6 - 13120 =0,7467



Beispiele:

1) Berechne den Summenwert der geometrischen Reihen:

3 oo fl.('jn_l
d ac¢ 5= lal<1
n:l8 8ﬂ
Im Kap. 8.1.2 wurde die geometrische Reihe
S
S =aq"* behandelt.
n=1
Als Summenwert S wurde ein Grenzwert der geometrischen
Reihe definiert
S=lims, =lim=" 4 =_1
n® ¥ ne¥ 1-q 1-(q
1

damit =- —

q 8

S:;" :i :§

1.2 10 99
8g 8
S
by 03" q=
n=1
S=



2)

b)

Welchem allgemeinen Bildungsgesetz unterliegen die folgenden
Reihen? Untersuchen Sie diese Rethen mit Hilfe des
Quotientenkriteriums.

10 100 1000
1+=——+=——+ +...
1 2! 3
¥ n ¥
o 10 Reihe é_ a,
n=0 n! n=1
1 n+l| —
im o =as<t
q _ 1On+1 q _1On
" (n+1) " nl
n+l I
107 = 10 =0<1 konvergent
ne¥|(n+1)40"| ne¥|n+1
1 1 1 1 . la 1
ittt +.. lim|—"= =~
1x2° 3" 55X 7X ne¥ g | 4




d)

1. 3,5
+

2

9

2 20 2

In2  (In2)° , (In2)

+24

ot

3
+...

il 2!

3

lim
n® ¥

n+1

a

0



2)

b)

d)

Welchem allgemeinen Bildungsgesetz unterliegen die folgenden
Reihen? Untersuchen Sie diese Rethen mit Hilfe des

Quotientenkriteriums.

1 1 1
+-— +

1

— +
11 101 1001 10001

an
n:l5n

1 1 1
1+22+24+26+

+...

lim
n® ¥

lim
n® ¥

lim
n® ¥

n+1

an

n+1

an

n+1

an

10

gl

N |-



f)

21
1

2 28 2% 2
e S O
2 3 4 5

32>n

lim
n® ¥

lim
n® ¥

n+1

a

n+1

a

2

0



3)

b)

d)

Welche alternierenden Reihen konvergieren, welche
divergieren? Verwende das Konvergenzkriterium von Leibniz.

a>a>az> ...

lima, =0
n® ¥

1 1 1 1
1- —+=- —+=- +.,
1r 2 3 4

1 1_1
> >
1 20 3
S (- )it b lim=< =0
21 n! eyl
1- _+1'_ 4 -

3 5 7

g n+1 1
a(-1)" =
n=1 n

n+ 1
g

i Qo

konvergent



2)

b)

d)

Bestimme Konvergenzradius und Konvergenzbereich

4
. ]
bel a a, xx"
n=0

r =lim—"
n® ¥

a

n+1

P(X) = x+2x*+3x>+4x" + ...

¥

Q n — —
a Nxx a,=n+l a =n
n=1
.n n
r:|l®rQ 1: 1__:1 X|<r P
n n-+
N+ =2
& np

n

P()=4 (1%

n=1

X X° X X
P(x)=1—2+22+32+42+

¥ n

P(X)=3 =
(%) ad o

X <1



2) Mac LAURIN und Konvergenzbereich

f(x) =In(1+ x?) f(0)=In1=0
f ¢x) = f ¢0) =
f @Ex) = f 0) =
f ®x) = f ®%0) =
f(x) = f@(0) =
f (X) =O+9x1+3x2 $ Oy 34
17 27 3 4
InL+x?) =
r=lim—" =

n®¥a

n+1



3)  MacLAURIN von f(x)zé(eere-x)

8 MacLAURIN von f (X) = —— : - (1- %)

1- x

NI



8.4 Fourier-Reihen

8.4.1 Trigonometrische Reihe

In einfachen Fallen |83 sich ein zeitlich periodischer Vorgang, wie
eine Schwingung oder eine Wechsel spannung, durch ein Sinusgesetz

y(t) = Axsinw %t +] )
oder

y(t) = Asin(w X) + A, xcos(w X)

beschreiben. Man spricht dann von harmonischer Schwingung mit der

Kreisfrequenz w und der Schwingungsdauer T = %‘p

In den naturwissenschaftlich-technischen Anwendungen treten haufig
Vorgange auf, die zwar periodisch aber nicht mehr sinusformig
verlaufen:

Es stellt sich die grundsétzliche Frage, ob es moglich ist, eine nicht-
sinusférmige Schwingung aus harmonischen Einzel schwingungen
zusammenzusetzen.



Bei den weiteren Uberlegungen gehen wir zunéchst von einer nicht-
sinusformigen, periodischen Funktion f (X) mit der Periode p = 2p
aus.

Sie kann unter gewissen V oraussetzungen in eine
unendliche
trigonometrische Reihe

der Form

8, 2 .
fF=7+ na:_l[an xcos(nx) + b, >sin(nx)] =

= % + @, XCOSX + a, XC0S(2X) + a; xcos(3X)+.....+...

... 0, xsinx + b, xain(2x) + b, xsin(3x)+.....
entwickelt werden.
Diese trigonometrische Reihe heil3t FOURIER-Reihe.

Die Entwicklung einer nicht-sinusformigen periodischen Funktion
bezeichnet man als

harmonische oder FOURIER-ANALY SE

Sie enthdt Sinus- und Kosinusfunktionen mit den Kreisfrequenzen

1,2, 3, ....,n, ... undkonstantes Glied %
Die Konstanten a,,a,, as, ....,13,10,,b,..... sind die

Fourierkoeffizienten.



8.4.2 Berechnung der Fourierkoeffizienten

Eine Funktion f (X) istin Form einer FOURIER-Reihe vorgegeben

%, & -
f(x) =7 +@[a,>cos(nx) +b, xsin(nx)

Man muB a,,a,,h, bestimmen.

1) Bestimmung des Fourierkoeffizienten ay:

Dazu integriert man die FOURIER-Rel he gliedweise im
Periodenintervall (0, 2p):

20y

Zp\ 0 e
Of (ax = 0 s a [a, xcos(nX) + b, >sin(nx)] gdx GLL(1)
0 n=1

0

Ve

a R, & R R u
= 70 Gix+a a x@os(nx)dx + b, ><(Iin(nx)dxl§I
0 n=1 0 0

Flr die einzelnen Integrale gilt dann unter V erwendung von
Tabelle1l

R R R

Qx=2p ; @os(nx)dx=0 ; Gin(nx)dx=0
0 0 0

Gl.(1) reduziert sich zu

Zp\ ao
Of (x)dx = 5 X2p =ap
0

1 R
=p ?f (X)dx



2)

Bestimmung der Fourierkoeffizienten a,

3)

nach einiger Rechnung erhat man fir a,

2

a, = pi x Of (X) xcos(nx)dx

/O

o

Bestimmung der Fourierkoeffizienten b,

nach einiger Rechnung

R
b, = pi x OF (X) >sin(nx)dx
0



