9 Differentialrechnung fir Funktionen von mehreren
Variablen

9.1 Funktionen von zwei reellen Variablen und ihre Dar stellung

Unter Funktionen von zwei unabhangigen Variablen versteht man
eine Vorschrift, die jedem geordneten Zahlenpaar (x;y) aus einer
Menge D genau ein Element z aus der Menge W zuordnet.

z=1(xy) Funktionsgleichung
oder y=9g(x2 EXPLIZITE
oder x=h(y,2 DARSTELLUNG:
X,y - unabhangige Veranderliche, D - Definitionsbereich
V4 - abhangige Variable, W - Wertebereich
f, g, h - Funktionszeichen
Relationsgleichung
F(Xy,2=0 IMPLIZITE DARSTELLUNG

drel Funktionsgleichungen
X=x(y)

PARAMETERFORM
y=y(Q.y)

( ,y) - zwel Parameter ds
z=2(.y) unabhéangige Veranderliche



Beispiele:

1)

2)

3)

Z=2Z(X,y) =2x+y+5
Definitionsbereich D:  xyl R
Wertebereich W 2R
Implizite Form: Z- 2x- y-5=0

Z=72(X,y) = X2 +y?

D: xyl R
W: z3 0  (nurpositive Funktionswerte)
Implizite Form: Z- X2-y2=0

Z=7(X,y) =,/25- X2- y?
D: 25- x?-y230 ,daWurzd

X2 +y2£25

W z=./25- (X2 +y?2)

0£z£5 ,da X+y*=0 b z=5
Minimum Max.

X¥+y'=25pb z=0
Max. Min.

Implizite Form: Z- J25- x2- y2=0



Beispiel: Funktionsglei chung
X2 + y2 + 22 — r2

1. Explizite Form

.\i. \/rz_ X2 - yz
zZ=1 zwei Kugelhalbfléchen
T_\/rz_ X2 - yz
2. Implizite Form

F(X,y,2:=x2+y2+2?-r2=0

3. Parameterform
X =T XCOs| *Cosy
y =r>sinj xcosy
Z=r>xny
Of£] <2p
PEY <+p

Bewelse, dal’ es sich hier um die gleiche Funktion handelt.

X2+y2+22:

X2+y2+22:r2



Beispiel:

Gegeben sai die Variablengleichung:
F(X,V,2):=9n(xy) X - 1=0

Welche Funktion z=f(x,y) ist damit bestimmt?

sin(xy) xex+yz =1

Z=- %[x+ In(xy)]



Geometrische Darstellung

Dawir jetzt drei Veranderliche haben, legen wir ein rechtshandiges
raumliches kartesi sches K oordinatensystem (KS) fest.

Polarkoordinaten (Kugelkoordinaten)

X =T XCOS] XCosy
Yy =r>3inj Xcosy
Z=r>xsiny



Beigpiele:
1) Ebenen im Raum

ax+by+cz+d =0

2) Rotationsfl&chen

2=ty



9.2 Partielle Differentiation (Ableitungen)

Erinnerung fr die 1. Ableitung der Funktion einer Variablen: f (X)

9.2.1 Ableitung einer Funktion z="f(x,y) :

Der Grenzwert

T rhy) - T o T
i : = 1Y) =g =7

 F(%y) =z

hei (3t partielle Ableitung bzw. partieller Differential quotient der
Funktion z=f(Xy) nach Xx.
Hierbel ist y wie eine Konstante zu behandeln.

Der Grenzwert

- fx,y+k) - f(x T f
jim (xy Iz ( y):fy(x’y):ﬂ y:‘ﬂﬂ

yf(x,y):zy

hei (3t partielle Ableitung bzw. partieller Differential quotient der
Funktion z=f(Xy) nach y.
Hierbei ist x wie eine Konstante zu behandeln.



Beispidl:
1. f(Xy)=x%x2- xxy3- /X+Yy

und an der Stelle P, (1,1):
fx(1,1) =
fy, (1,1) =
3. z=fXxy=In(x+y?)-e*¥+3x inP.(0,1),P,(1,-3)

Z, =

Zy:

z,(0,1) =
2, (0,1) =
z,(1,-3) =

2,(1,-3) =



Beispidl:
4,  z=1f(XYy)=-4x3y?+3xy*- Ix+2y+5 inP (1,2

f (xy) =

fy (xy) =
f (1,2) =

fy (1,2)=

5. U=U(X,Y,2) = 2XXe¥2 + /X2 + y2 + 72 Berechne u,
Uy =
6. U=Uu(x,y,2) =sn(x- y)xcos(z+2y)

Berechne die partiellen Ableitungen und ihre Werte an der
Stelle x=p, y=0, z=p.

Uy (X,Y,2) =

uy (X,y,Z) -

U, (X,y,2) =

Uy (p101 p) -

uy (p101 p) -

U (p101 p) -



9.2.2 Partielle Ableitungen héherer Ordnung

Auf partielle Ableitungen hdherer Ordnung st63t man, wenn man eine
Funktion von

mehreren Variablen
mehrmals nachel nander
partiell differenziert.

z=1(xy)

z.B. fyx isteinegemischte partielle Ableitung 3. Ordnung
(auszufUhren von links nach rechts)

fo 712 f
fu(X,y) = q X§T Xg X2

fo 12 f
Ty(x¥) =7 X§T yo 1 X y

| fo_ 12 f
(X Y) =g ygT xg 1y T X

_ T fo_12 f
fw(xy) =7 ygﬁ vo T V2




Satz von Schwarz

Die gemischten partiellen Ableitungen k-ter Ordnung sind
unabhéngig von der Reihenfolge der Ableitungen.

fXW_ yxy = TyyXx



Beispiel:
1. Z(x,y) =In(x? +y)

Zy =

ZyX:

2. Bestimme samtliche partiellen Ableitungen bis zur 3. Ordnung
fur die Funktion

-
Z, =
Z, =
Zoi =
Zy = Zx =
Z, =

Zuy = Zuyx = Zyxx =

Zoyx = Zyxy = Zyy =



3. Wie lauten die partiellen Ableitungen 1. und 2. Ordnung der
Funktion f (X,Y,2) = e< Y xcos(52)?

4, Bilde samtliche partiellen Ableitungen 2. Ordnung der
Funktion f (X,y) = x> xy® - cosx>xsiny- ¥ +1



Beispidl:

Bilde samtliche partiellen Ableitungen bis zur 3. Ordnung von der
Funktion f (x,y) =./y ¥nx



9.2.3 Dastotale (vollstandige) Differential

Unter dem totalen oder vollstandigen Differential dz einer Funktion
zweier Verénderlicher z=1(x,y) verstent man den Ausdruck

Tz 12z
=q de+‘|T ydy

dz= f.dx+ f,dy

dz

Bei nunabhangigen Variablen Xg, Xo, ..., Xn Y =1 (Xg, X0, ...y Xn)
lautet das totale Differential:

dy = f, xdx + f,, xdx+....+f, xdx, =

T f T f 1
IR dexl+ﬂ X2 1

INTEGRABILITATSBEDINGUNG

Damit ein Term der Form P(X, y)dx + Q(X, y)dy

das vollstandige Differential dz einer Funktion z = f (x,y) darstellt, ist
es notwendig und hinreichend, dal3 die “Integrabilitétsbedi ngung®

TP 170 et
Beweis: P(x,y)=f, und Q(x,y) = f,

TP TQ

—y — fxy und W — fyx

TP 9Q
Ty 1 x



Beispiel: Wie lautet das totale Differential folgender Funktionen?

1. z=Incot(x+Yy)

dz=zdx + z,dy

dz = - [tan(x + y) + cot(x + )] (dx + dy)



Z = SIN(X Xcosy)

dz = cos(x xcosy) >{cosy xdx - xxsiny >dy]

z = sin{cos(xy))

dz=- cos(cos(xy)) X3 N( xy) ><(y>dx + x>dy)



Beispiel:  Prife, ob die Ausdriicke ein totales Differential darstellen.

1. (x+y)dx- (y- X)dy

2. (3x2y- 4xy2)dx+(2xy3— 3x4y)dy

3.  (snx- y)dx+(cosy- x+1dy

4 (yxexxy- x2+])dx+(x>ew+y2- ])dy

5 X8dx- 4yzdy



(arcsinX)¥= 1_1 ve
(arccosx) b= - 1_1 ve
(arctanx)®= 7 +1x2
(arccot )%= - T4 2
zZ= arcsin§




9.2.3.1 Partielle Ableitungen, wenn Funktionenin
Parameterdarstellung vorliegen

Sa  z=f(xy) mit X=x({t) und y=y()

dann wird auch z eine Funktion von t.

Und dann gilt:
Z(t):uxx+uxy:fxxx+fyxy
X y
. _dx o _dy _dz
mit =% Y4 ZTq
Beispiel:
Z=X%2- xy+y? | x=s8nt , y=cost
Z=2X-Yy X = cost
2,=2y-X y=-sint

z=(2x- y) xcost +(2y- x) X- sint) =
=(2sint - cost)cost - (2cost - sint) xsint =
=29 ntcost - cos’t - 2sintcost + sin’t =

= - (cog?t - sin?t) = - cog(2t)



9.2.41mplizite Differentiation

Vorgelegt sei eine Gleichung zwischen zwel Veranderlichen in der
impliziten Form

f(xy) =0

Wir gehen im Folgenden davon aus, dal3 damit eine Funktion
y=1(x)

definiert ist.

Um ihre Ableitung y' zu bilden waren wir bis jetzt gezwungen
zunéchst die Funktion nach y aufzuldsen und an der expliziten Form

y=1()

die Ableitung formal vorzunehmen. In vielen Fallen ist die Auflésung
weder nach y noch nach x moglich, z.B. bei

F(X,y) =yxainx- xxosy- x+y-1=0
F(X,y)=Xx°- 2x3y2- xy*- y°+x¥+1=0

Um auch in solchen Féllen die Ableitung y' bilden zu konnen gehen
wir von

z=1(xy)

aus und bilden ihr totales Differential

T f 1 f
dz——ﬂ de+—‘|T ydy

oder

dz= f,dx+ f,dy



Setzen wir jetzt wieder

z=f(xy)=0, so folgt mitdz=0
f T f,

q XdX+'|T ydy—O /: dx

T f 9 f dy_ dy _

T x 9 yx&_o T RA

fy+ fyxy¢=0
fy . .

Y¢= - T fy muf3 ungleich Null sein,

y

andernfalls existiert y' nicht
Um die zweite Ableitung Yy~ zu erhalten bilden wir die Substitution:
ye=] (X)

totales Differential vony' , dy’

dy¢:Wd +ﬂ—yd [ : dx

dye_Tj T dy aye_

dx x+ﬂ yxdx Mit gy = Y&
RSN _ 1 i

y@_ﬂ X+ﬂ yxy(]? p y@—ﬂ X(J)+ﬂ y(J)Xy(]?



yX Xy

gemeinsamer Nenner bringt:

fo xf,2- foxf xf, f xf, xf - f2xf,

y@: - .I:y3 + .I:y3

- o X2+ £ xf o xf + £ xf, xf, - f2xf,

y@: .I:y3

- o xf 2 +2xf, xf,, xf - f2xf,

y@: .I: y3

fo xf,2- 2xf, xf,, xf +f2xf,

y@: .I: y3

fy muf3 ungleich Null sein.

Man beachte, dal3
y und Yy’

als Funktionen von x und y erscheinen:
y =Y (Xy)

y' =y’ (Xy)



Beispiel:
Man bestimme die ersten beiden Ableitungen der Funktion:

F(X,y)=xxiny+y- 3=0

fux =
fuy =
fy =
I
y¢ f,
y¢=
V= XXSN3y + 2 XX xsiny XCos? y + Sin(2y)

(xxcosy +1)°

Unter Anwendung der herkommlichen Methode (gliedweise
Differentiation + Kettenregel):

siny + xxcosy xyg¢t+ y¢=0
siny + (xxcosy + 1) xy¢=0

___ siny
Y&~ Ycosy +1




Cosyxy¢>e(xxcosy+1) - siny><(cosy- x><siny><y&

o= (xxcosy +1)°
cosy, ~ 3N (x>cosy+1) - sin ocosy - xsiny- siny)?
B Y (xxcosy +1) Y Y™ (xscosy+1) o
4 (x>cosy+1)°
: : XXsindy
- cosy>siny - snyseosy- (L)
o= (x>cosy+1)°
2>einy>cosy+(x):c>§sn;i/])
ye¢= 2
(xxcosy +1)

sin(2y)>(x>cosy+]) N X>Xsindy
(x>cosy +1) (x>cosy +1)
(x>cosy+1)°

y¢=

sin(2y) >(x><cosy+]) + XX8n3y
(x>cosy +1)
(xxcosy +1)°

y¢=

sin(2y) >(x><cosy+]) + xXX3ndy
(xxcosy +1)°

y¢=

Zahler, dader Nenner gleich ist:
Z:= 2>X8NYXC0oSY XX *XCosy + Sin(2y) + x>xsindy

Z= Xxandy+2xx>xsinyxcos’y+sn(2y)



Beispidl: Berechney’ der Funktion

2 2
)3(—6+i'—6:1 / 46 bzw. 36

F (x,y) Gestalt ist zuerst gesucht:

F(xy) =



Beispidl: Bestimmey' der Funktion

[EEY

F(x,y)=Iny- /cosx =0 Iny- (cosx)3 =0

sowohl in der impliziten als auch nach Herstellung der expliziten
Form.

Implizite Form:

mlt y o e\/3 COSX

— l'ei"/cosx i 1
Yoo 3% M o x

Explizite Form: y = g¥cosx




Beigpiel:
1) Bestimmey' fr

X3+y3_ X2y2_ XZ_ Xy+y:0

o fe 0 3% 2xy?- 2x- y
YO §, 77 3y?z- 2x?y- x+1

2) Bestimmey'’ flr

F(xy)=xy- xt+y2=0

- 32X5 + 4x4 + 48x3y + 48x2y? + 2xy + 2V?
(x+2y)°

y¢=



Beispiel: Welchen Wert hat y¢f1,) fir die implizite Funktion

yXdnx- x¥dny=0

y X9 @ 14 X0 o
- 2 &NX- h Zg Iny@- 2 @nXx- yz+§' Iny

yYa=- X(jg

y¢ll) =0



