10 Integralrechnung fur Funktionen mit mehreren
Variablen

b
Of (x)dx gewohnliches Integral einer Funktion von einer
a

unabhangigen Variablen
Jetzt Integration einer Funktion von
ZWel (Doppelintegral)
bzw.  drei (Dreifachintegral)

Variablen.

Anwendung bei der Berechnung von
- Flacheninhalt
- Schwerpunkt einer Flache
- Hachentragheitsmomente
- Volumen und Masse eines Korpers
- Schwerpunkt eines Korpers

- Massentragheitsmomente



10.1 Doppelintegral unter Verwendung kartesischer Koordinaten

Zid. Volumen des Zylinders
(besteht aus: Saulen in y-Richtung = Schichten
Schichten in x-Richtung = Zylinder)
Wir betrachten eine im Zylinder liegende
V olumenschicht (Scheibe)

der Breite dx. Sie entsteht, wenn in der y-Richtung Séule an Saule
geretht wird bis man an die beiden Randkurven

Yo=Tu(X)  bzw. Yo = fo(X)

des Bereiches (A) stof3t.



1. Schritt

Das Volumen dVsyeine dieser Scheibe erhalten wir dann durch
Summation aller in der Volumenschicht gelegenen Saulenvolumina,
d.h. durch

|ntegration

von
dVv =1 (x,y) dy dx

in der y-Richtung zwischen der unteren Grenze Yy, = f,(X) und der
oberen Grenze y, = f,(X).

Yo= fe(x) fo (\X)
dVScheibe = 0 dv= Of (X, y) dy dx
Yu= fu(x) fu(x)

Integrationsschritt:

Bei der Integration von f (x,y) nach y wird die Variable x als eine
Art Konstante betrachtet. Mit anderen Worten:

Die Funktion f (x,y) wird wahrend der Integration als eine nur von
y abhangige Funktion angesehen.

Es handelt sich somit um eine gewdhnliche Integration nach der
Variableny.

Neu dabei ist, dal3 die Integrationsgrenzen keine Konstanten
(Zahlen) mehr sind sondern nach von der Variablen x abhangige
Funktionen darstellen, die aber wie Zahlen in die ermittelte
Stammfunktion eingesetzt werden.

Das Ergebnis dieser sog. inneren Integration (Integration nach der
Variablen y) ist eine noch vom “Parameter” x (Variable)
abhangige Funktion.




2. Schritt
Nun setzen wir
V olumenschicht an V olumenschicht
In Richtung x bis der Zylinder vollstandig ausgefullt ist.
Mit anderen Worten:
Wir summieren, d.h. integrieren in der x-Richtung Uber alle

zwischen den Grenzen x=a und x=Db liegenden
Scheiben.

Flr das Zylindervolumen erhalten wir:

X:\b b\ &fo(i() 0 A\
V= OdVScheibe - O&/ Of (X, y) dy— dx = (Df (X, y) dA
X=a x=aly=1,(x) 17} (dA)

Zuerst wird die innere Integration nach der Variablen y ausgefihrt.
Es wird also von innen nach aul3en integriert.

Die Reihenfolge der Integration ist eindeutig durch die Reithenfolge
der Differentiale im Doppelintegral festgelegt. Sieist nur dann
vertauschbar, wenn samtliche Integrationsgrenzen konstant sind.



Beispidl:
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Innere Integration nach vy:
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AuRere Integration nach x:
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Da das Doppelintegral konstante Integrationskonstanten hat, darf

die Rethenfolge der Integrationsschritte vertauscht werden. Wir
Integrieren jetzt in der umgekehrten Relhenfolge.

p p
l

O Oc>cos(2y) dx dy = O(écos(Zy) O( dx— dy =

y=0x=0

K=}

4 &1 i 4
= Qcos(Zy) X5 xxza_ dy = 9
y=0 x=0 y=0

p
_1él w_1a4 . p
=27 SN2y = > sin

1 . 0 a 1 0_1
5" —ﬂnog—xxg%xl- 2><()Q)—2><x



15 5y

3) OOy dx dy=467,07

y=0x=1



10.2 Doppelintegral in Polarkoordinaten

X=rxos , Yy=rxainj (r30,0£j <2p)

Die Funktionsgleichung einer Kurve lautet in Polarkoordinaten
r=1f() oder r=r()

Eine Funktion z=1f (x,y) , die von zwei Variablen x und y abhangt,

geht bei der Koordinatentransformation in dievonr undj abhangige
Funktion

z=T(r>cog ,r>anj )=F(r,j)

uber.

Ein Doppelintegral besitzt in Polarkoordinaten das folgende
Aussehen:

PR
@f (x,y) dA=0 Of (rxosj ,r>xsinj ) x dr dj
(A) i or=ng)

da dA=rdrdy ist.



Die bei Doppelintegralen in Polarkoordinatendarstellung auftretenden
Integrationsbereiche (A) besitzen folgende Gestalt:

Siewerdenvonzwel Strahlen j =j; und | =), Sowieener
inneren Kurve r=r;(j) undeiner dulReren Kurve r=r,( )
begrenzt und lassen sich durch die Ungleichungen

nGY<r<ra(), i1£] £, beschreiben.

Das Flachenelement dA wird in Polarkoordinatendarstellung von zwel
infinitesimal benachbarten Kreisen mit den Radien r und r + dr
und zwei infinitessmal benachbarten Strahlen mit den Polarwinkeln

J] und j +dj berandet.



Beispiel:
@b(xy dA von |j,=0 bis jzzpz
dA

von =0 bis r,=2

dA=rdr dj X=rx0s] , Y=rxinj
2 2
O kxyrdr d =0 Oxog x>xinj r dr dj
j =0 r=0 j =0 r=0

innere Integration nach r:
2 7 2
r4
O:OSJ xsinj xr3 dr =cos] >sin; 24u =cosj xsinj x4
0 %

aul%ere Integration nach j :

e

o g;,hﬁi

xcos) xsinj di =4xQosj xsinj di =
0
P

P
4 4

% x(@xcosj xsinj dj =2xGin(2% ) dj
0 0

P
4

:-2x%>cos(2j )0 :-g?:os%- cosog:-(O— =1
oder cos] =u p -sinj dj =du
V2 /2




Beispidl: Wenn z=4- (x2 + y2) ist, berechne:

@ (xy) dA=@ dA | wvon j,=0 his j,=2p
(A) (A
rvon ri=0 bis r,=2



10.2.1 Flacheninhalt

Definitionsformel

A= (IA
(A)

In kartesischen Koordinaten:

b, fo(X)
A= 0 Qy dx
x=a y=fy(x)

In Polarkoordinaten:




Beispidl:

1) Flacheninhalt einer Ellipse mit der Gleichung
b?x? + a?y? = a?b? mit Hilfe eines Doppelintegrals

a2y? = a?h? - b2x?

b2 b2

y2=b2 ?XZ =¥(a2_ Xz)

-~ 2 _ y2
y=gva?- X

a y:gJ§i7?
A=@A=4x0  Qly dx
(A) x=0 y=0
innere Integration nach vy:

gm b

Oiy y‘ «/a X /—a2 X2

y=0

aul3ere Integration:

QT

C\) xJaz - X2 dx:gxa/az- x2dx =
=0 x=0

X

b é XAr

=3 ><@2 ><\/a2 X2 + a? ><arcsmagg0
_bél ub ; _p xaxo
‘aéi( x/0+a?arcsind) = a 2"28 "p g 4



Beispidl:

2) Berechne den Flacheninhalt, der zwischen der Kreidinie
X2 +y2 =25 (im 1. Quadranten) und der Geraden
y=-X+5liegt.

L Osung:

1. Bild

Das Flachenstiick wird unten von der Geraden und oben vom
Kreisbogen berandet.

2. Integrationsgrenzen
y - Integration:  von bis

X - Integration:  von bis



3. Innere Integration (nachy)

v25;x2
Qly =

y=- X+5

4. AuRere I ntegration (nach x)

5
d\/25- X2 +x- 5 dx=
x=0

A=713



Beispidl:

3) Berechne den Flacheninhalt desim Bild dargestellten
Flachenstlcks.

Bild: Kardioide
r=1+ Cosj
O£ <2p

L 6sung: Aus der Skizze erkennenwir, dald3 r;(j )=0 und
ra(j )=1+cosj ist.

Die Integrationsgrenzen lauten somit:

r - Integration: von bis

] - Integration: von bis
ZQ 1+cgsj

A= 0 dr d



Innere Integration (nach der Variablenr):

AuRere Integration (nach der Variablenj ):

9} 1+ cosj )



10.2.2 Schwerpunkt einer homogenen ebenen Flache

Xs =5 @k dA
> A(A)

1 N\
YS_KCQ’ dA

dA = dy dx kartesisch

1 J% I’:I’a\(j)
Xs=7x O O?xos dr d
J=le r=n()
1 J% I’:I’a\(j)
Vs = A @) 0?2 >€|nj dr dj

=11 r=6()

dA=r dr d



Beispidl:

1)  Woliegt der Schwerpunkt Sder Flache, die von der Parabel
y=-X?+4 undder Geraden y=X+2 begrenzt wird?

Bild:

- Berechnung der Flache A
- Berechnung der Schwerpunktkoordinate Xg
- Berechnung der Schwerpunktkoordinate ys

Berechnunqg der Fléche A

1 y=- x2+4
A=MmA= O QA dx
(A) X=-2 y=X+2

innere Integration:

C\Hyz[Y]_XX2+4=-x2+4- X-2=-X2- X+2

X:\1 X3 X2 1
Q-XZ-X+2) dX:-§-7+2X‘ =45
X=-2 -2



Berechnung der Schwerpunktkoordinate Xs:

1 - X2+4
Xs = = (X dA= %\_o O dy dx

(A) y=X+2

innere Integration:
_X%i4
Ok dy=

y=Xx+2

aul3ere Integration:

1 1
Xs =5 X-225) = 55 X-225) =-05

Berechnung der Schwerpunktkoordinate ys:

1 1 % PO 1
ys=Kg)y dA=KX2 y:]%/) dy dX2K

innere Integration:
_X%i4
Oy dy=

y=Xx+2

aul3ere Integration:

1 1
Ys="p X108) = A5

b

- X2+4

X=-2 y=x+2

S(-0,5;2,4)



10.2.3 Fl&chentragheitsmomente

Technische Mechanik [Lange]

Definitionsformeln

I, = @y dA I, =@ dA =2 dA
(A) (A (A)

axiales axiales polares

r2=x2+y? di,=r2 dA

I, =1+

In kartesischen Koordinaten In Polarkoordinaten
b, fo¥ iz r@)

I, =0 Oy dy dx I,= 0 O3xin?j dr dj
x=a y=fy(X) j =1 r=@)
b, fo¥) iz ()

l,= 0O O dy dx l,= O O3x02j dr dj
x=a y=fy(X) j =i r=6G)
b, Y=fy(x) iz m)

,=0 Qx+y?) dydx I,= 0 O3 dr d
x=a y=f,(X) j=in r=nG)

Satz von Stelner:

| =15+ Ad?, wobei ist
|s - Fldchenmoment bezlglich der
Schwerpunktachse
I, =1lg+ AXYSZ
|, = ls+ AxXXs’



Beispidl:

Die Querschnittflache eines Balkens besitze das skizzierte Profil. Man
berechne das axiale Flachenmoment |, bezogen auf die zur x-Achse
parallele Schwerpunktachse. Die obere Berandung sel durch einen

Parabel bogen gegeben.
b, fo(X)
2) I,=0 0Oy dy dx
x=a y=fy(x)
1 b, fo(X)
3 Ys=p O O dy dx
x=a  y=fy(x)

b fo Q<)

2 A= 0 Qly dx

x=a y=fy(x)

Satz von Stalner:

I, = |s"'AXYS2

) [ls=1y- Axys®

S(XsYys) Mitxs=0

X - Integration:

a=-6 b=6

y - Integration:

f,(X) =0, f, (x) = Parabel

y = ax* + b mit Hilfe von zwei
Punkten P;(0,10); Px(6,4)

P;: 10=ax0+b p b=10

Po: 4=ax36+b
p a=(4-10)3—16:-%
y=- %xx2+10

fo(X) =- % +10



Berechnung der Flache des Balkens:

1 1
6 y=- 6xx2+10 6 y=- 6xx2+10
A= 0O Qly dx=2x0 Qly dx =
X=-6 y=0 x=0 y=0
el o o 110wl
—2><C3 67X +1O dx 2x 356 X +10><xq)—96
Berechnung von ys:
1 x=6 Y= %x><2+10 5 x=6 Y= g¥%?+10
Ys = 96 O Oy dy dX=9—60 dy dx=
X=-6 y=0 x=0 y=0
6 “%2+100 6 .2
2 1 Al 1 0
= q X 0¢5 xy? + dx= 5% 05% zxx¢+10_ dx=
48 _0e2 y=0 g 48 X:02 e 6 7
_1el o 10, v_1
=96 735 X" - 3 XX +1OOCI) =6
Berechnung von I,
1 1

- w2 - =2
6 +10 6 6 +10

6
=0 2 dy dx=2x0 Oy dy dx=

X=-6 y=0 x=0 y=0



innere Integration:

1 1.6 1.6 0_
=3¢ 2167 e + 3 2 0c? "10+3’§6"Xzz"102+103,&,‘
S XX + gxx“ 50> +1000,

aul%ere Integration (nach x):

s

xg?%xxfﬂgxx“- 50><x2+10003 dx =

o

50 o 24576
=3 %3 +1000%x q) =51 =11703

X7
1512

Wik

e 1
X - + = XX° -
e 6% "

24576 49152

=251 =91

= 2340,6

'l
»_ 49152 . 246" _ 49096

IS = IX = Axys 21 é6ﬂ - 21 — 2337,9



