11 Gewohnliche Differentialgleichung

11.1 Einleitung und Grundbegriffe

Def.:  Eine gewohnliche Differentialgleichung ist eine

Funktionsgle chung,

die eine unbekannte Funktion y=Y (X

sowie deren Ableitungen nach x enthdlt.

Die Ordnung der Differentialgleichung ist die Ordnung der
hochsten vorkommenden Ableitung von y (X) nach x.

Die algemeine Differentialgleichung n-ter Ornung fr eine
Funktion y=y(X):

F(X, V,YeY&.---- ,y(”)) =0 implizite Form

y™ = f(x,y,yq;ytn; ..... oy 1)) explizite Form

Als Ldsung (L6sungsfunktion, Integral) einer Differentialgleichung
bezeichnet man jede Funktion

y=y(Xx,

die samt ihren Ableitungen in die Differentialgleichung eingesetzt,
diese identisch erfllt.




Beispiele:

y¢=2X explizite DGL 1. Ordnung (y')
X+ yxy¢=0 implizite DGL 1. Ordnung (y')
ye+ y xy@= 0 implizite DGL 2. Ordnung (y"’)

Y@+ 2 xy¢= CoSX implizite DGL 3. Ordnung (y'"")

y©® - y@ +yg=¢e* implizite DGL 6. Ordnung (y®)

Man unterscheidet folgende Typen von L 6sungen:

1.

Die allgemeine Ldsung einer DGL n-ter Ordnung; sie
enthalt noch n unbestimmte und vonei nander
unabhangige n-Konstanten

Y=Y (X, C]_, Cz, ..... , Cn)

Eine spezielle (partikuldre) L 6sung wird aus der
allgemeinen L 6sung gewonnen, indem man aufgrund
zusétzlicher Bedingungen den n-Konstanten feste Werte
zuweist. Dies kann bei spielsweise durch Anfangs- oder
Randbedingungen geschehen.




11.2 Geometrische Deutung
Y@= 2 xX
L 6sung durch Integration:

Otix=@xx dx=x2+C

dlg. Lésung: Y= x*+ C Parabelschar

Die partikuléare L 6sung entstent flr jeden speziellen Wert des
Parameters C.



Beispiel:
y¢ = 4xy

allg. Lésung = y=(x+C)? . Cl R
y¢=2(x+ C)
45 x? +2Cx + C?) = 44 x? + 2Cx + C?)

0=0

Dieallg. L6sung einer DGL n-ter Ordnung ist eine n-parametrige
Kurvenschar.

UND UMGEKEHRT

Jede n-parametrige Kurvenschar kann durch eine DGL n-ter Ordnung
beschrieben werden.




Beispiel:  Gegeben sal die Schar aller Kreise durch den Ursprung,
deren Mittelpunkte auf der Geraden y=x liegen.

Wie lautet ihre Differentialgleichung?

Die algemeine Kreisgleichung:

2

(x= %) +(y= yu) =1

M (XM,yM) - I\/Ilttelpunkt
r - Radius

Xm=ym=C
und
XM2 + yM2 +1>5 P 2C2 = r2
L 6sung: Daes nur einen Parameter C gibt handelt es sich hier um

eine einparametrige Kurvenschar. Die L6sung muf3 eine
DGL 1.-Ordnung sein.

x- C)2+(y- C)°=2c?

o~

X X X

X*+y° - 2C(x+y)=0 (1)
implizite Differentiation ergibt:

2x+ 2y xy¢- 2C(1+y¢ =0 ®)



Aus (1) folgt fur den Parameter C

2+ 2
c=2"Y
X+y

in (2) eingesetzt fuhrt es zu:

X2+y2 ~
2x+2y9¢ ~ {1+y¢=0

(x+y?) (+y?)
2X + 2y xy¢- Xty | x+y xy¢=0 /(x+y)

2XX(X+Y) + 2y X(x+Y) ¥yt X* - y* - (X* +y?) xy¢=0
2x2 +2xy + ye{ 2xy + 2y2 - X2 - y2)- x2- y2=0
X +2xy- ¥ - (X - 2xy- y?)xye=0

X +2xy- Y
CX%- 2xy- YP

y¢



11.3 Anfangswert- und Randwertprobleme

11.4 Differentialgleichungen erster Ordnung

L 6sungsmethoden

11.4.1 Trennung der Variablen
(Integration durch Trennung der Variablen)

L&t sich die rechte Seite der Gleichung
y=1(xy)

in der Produktform
ye= 1 (x) xg(y)

schreiben, so kann man die Variablen x, y “trennen”.

dy

o f (x) xg(y)

dy _ .
—g(y) f (x) xdx gy)* O

N dy P
Oig(y) = OF (x) xdx

Integration der beiden Seiten



Beispidl:

£
y=e
yzi ex>eC
y =K xe* mitK1 0
2) yXy¢+t x=0

mit 2C = R?

X2+V2:F\)2

sattC® InC

Iny\ = X +1n[C|

Iny - InC| = x




Beispiel:
Anfangswertaufgabe

X+yxy¢=0 y(0)=2

L Gsung: ydy = - xdx

wie vorherige Aufgabe

X+y =R
Spezielle Losung:
far x=0 p y=2
0°+4=F
R=4

X+ =4



11.4.2 Integration einer Differentialgleichung durch Substitution
Homogene Differentialgleichungen

Eine explizite DGL 1. Ordnung

y =f(xy)

kann mit Hilfe einer geeigneten Substitution auf eine separable
Dgl. 1. Ordnung zurlckgefihrt werden.

11421 DGLvomTyp y =f(ax+ by+ C)

Substitution: u=ax+ by+c (D

Dabei sind y und u asFunktionenvon X zu betrachten.
Durch Differentiation der Substitution nach x erhalten wir:
u=a+ by (2
Durch die Substitution ergibt sich: y = f(u)
Damit ist aus (2) eine separable DGL
u=a+bf(u)
entstanden, die durch Trennung der Variablen gel st werden kann, da

die rechte Seite dieser Gleichung nur von u abhangt.
Anschlief3end flihren wir die Ricksubstitution durch.



Beispiel:
1) y¢=2x-y
Substitution: U=2x- y=Yyg¢
ug=2-ye ® y¢=u

ug=2-u jetzt Trennung

-In2- u=x- InC
IN2- u=-x+InC
2- U=Ce*
u=2- Cex
2X-y=2- Ce~

y=Ce*x+2Xx- 2

2) yo=(x+y+1°

y:tan(X+C)- x-1



11422 DGLvomTyp y¢= fgg

Substitution: u =¥ p y=Uux
Differentiation nach x : y¢= Ugx + uxl
y¢=ugX+u
f(U) -
ye= f (U) = u+ ugxx oder ug= (u))( .
Beispiel:
+2
1) W= X X Y P y¢=1+ 2% P y¢=1+2u
_Y _ _
u=-=< p Yy = UX P y¢g=ugx+u
upX+u=1+2xu P upx=1+u
Trennung der Variablen: él(j_fuu = é%x
INnu+1=Inx+InC
INu+1=1nCx
u+1l=Cx oder u=Cx-1

X—Cx-l p y=Cx2- X

Rucksubstitution: v

X+2y
X

Allg. Losung der DGL  yg= ist  y=Cx?- X



Beispidl:

2) Xy¢=y +4x

y = 4xInCx

~ du ~dX
o U, - g
& 16 X
M- 2g
1 X

Y= 2% Hex



11.4.3 Lineare DGL 1. Ordnung

Def.: EineDGL 1. Ordnung heif3t
linear,
wenn siein der Form
ye+ F(X) xy =g(x)
darstellbar ist.

g(x) - Storfunktion (Storglied)

furg(x)=0 b ye+r f(X)xy=0  homogen

Kennzeichen ener linearen DGL 1. Ordnung:

A. y und y inl. Potenz (d.h. sietreten linear auf)

B. y Xy¢ kann nicht vorkommen

Beispiele:

a) ye- Xy=0 lineare DGL ; homogen, dag(x) =0

b)  Xygt2y=¢€* [ X

y¢t+ % Xy = e_): lineare DGL ; inhomogen, da g(X) = e_):
c)  Y¢t(tanx) Xy =2xsinX*cosX  inhomogen
Beispiel:  flr nicht-lineare DGL
a) ye=1- y? y tritt in der 2. Potenz auf
b) yxy¢gtx=0 DGL enthélt ein “verbotenes* gemischtes

Produkt y xy¢




11.4.3.1 Homogene DGL 1. Ordnung

ye+ T(X) xy = g(x)

ye+ F(X)xy =0

yg=- f(X)xy b

C\)dyy:-c\)f(x)dx p

Inyl - INC| = - Of (x)dx

y

InC

=- Of (X)dx

Y _ O wax
C—e

mit g(x) =0

dy

—=- f(x)d
g = f (9

Inyl = - Of (x)dx +InC

y:CEGmm




Beispiel:
) @ xyghy=0

1 d ~IX
y¢+ﬁxy=0 p Oyy:_ 2

_1 y_1
InM—X+In|C| b In& =5

1
y:Ce?
2) y¢- 2xy =0 , y(0)=5

y = Ce¥* - algemeine LOsung
spezielle Losung fir y (0) =5
5=C&° P C=5

y=5%¢



11.4.3.2 Inhomogene DGL 1. Ordnung
yet f(X) xy = g(x) (GL.(2))
L 6sung mit der Methode von LAGRANGE

1. Schritt:  Bestimmung der allg. Losung der homogenen Gleichung
Y4 durch Trennung der Variablen:

yer f(X)xy=0 b d—;lz-f(x)dx

yy = Ce OF (x)dx

2. Schritt:  Bestimmung der partikuldren Losung der inhomogenen
DGL yp durchVariation der Konstanten:

Das bedeutet, die Konstanze C wird ersetzt durch eine
Funktion C(x) , und zwar so:

Ansatz. Ve = C(X) xe O 0

Die LOsung yp und yy stimmen
bis auf C und C(x) Uberein.

Der Ansatz fir yp wirdindie DGL GL. (1) eingesetzt.

Dabel wird die Ableitung beim Glied y' ausgeftihrt und C'(x), die
durch die Ableitung entstanden ist, gewonnen. Durch Integration von
C’ (X) wird C(x) bestimmt und in den yp - Ansatz eingesetzt.

3. Schritt:

Ya=YuTVYp




Beispidl:

1) y¢=4y- e
Die DGL ist vom Typ: y¢- 4y =- €
1. Schritt:  y¢- 4y =0 (homogene DGL)

(\)dyzc\)flxdx b Iny=4x+InC

p Yh = CeH

2. Schritt:  Ansatz  |Yp = C(X) X den man in die inhomogene
DGL einsetzt:

(Cg %) 440 %) =- e
Jetzt muf3 noch die Ableitung durchgeftihrt werden.

Ca(X) X + C(X) xe** x4 - 4 xC(X) xe** = - e

Ci=-o P CAY=-e*

Integration flhrt zu:

C(x) = (\Dl(x)dx =Qe¥dx=2x¥+C

1

Damit ist yp:§>«=,--3X e = 3 xex

Wk~ Wk

3. Schritt: Yy, = Yy + Yp = Cxex +:—1,)>«=,-X



Beispidl:

2)

1.Schritt:

2. Schritt:

3. Schritt:
11.5

y¢+% = COSX

YH

<10

Ye

_ COSX + X>XsInX
B X




Differentialgleichung zweiter Ordnung

ye= f (X Y,y DGL 2. Ordnung

11.5.1 Lineare DGL 2. Ordnung mit konstanten K oeffizienten

ye+ ayetby = 9(x)

g(x) - Storfunktion (Storglied)

1. Y, V¢ Y& treten linear, d.h. in 1. Potenz auf

2. YW¢ YWa¢ Yy sindinder DGL nicht enthalten

Beispiele: lineare DGL 2. Ordnung mit konstanten K oeffizienten

yagty=0 homogen
vyt 2ye 3y =2x- 4 inhomogen
2yg- 4yg¢t 20y = cosx inhomogen

Beispiele: lineare DGL 2. Ordnung mit variablen K oeffizienten

yet xyery =0
XY@ X2yg- Xy = €



11.5.1.1 Homogene lineare DGL mit konstanten K oeffizienten

ygt+ayetby =0 Gl.(1)

L 6sungsansatz in Form einer Exponentialfunktion

y=¢x | - Parameter

Damitindie Gl.(1)

(=) +axe ) +bxe ) =0
oder

yg= €

yg=¢€>x 2

| 2x@x+aXq x@*x+phxex=0 [ X

Il 2+al +b=0

charakteristische Gleichung der homogenen Gl.

Sie besitzt die Losungen in Abhangigkeit der Diskrimante

D=a2- 4b JD=+a?- 4b

D=a2- 4b>0

~Ja2 - 4b

_-a++/D
B 2 2

a
I 1 ='§i

Die L 6sungsfunktionen heil3en:




Beispiel:
ye+2y¢- 8y =0
Charakteristische Gleichung durch Losungsansatz
y=¢ex*
| 2+2] - 8=0
D=4+32=36 D=6

| 12_22+6:2 | 2:ﬁ:-4

damit die Ldsungsfunktion (Fundamentalbasis der DGL)
Yy, = €7 Y, = €4

Allgemeine homogene L 6sung

Yo = G e + Gy e ™

a a
Allgemeine homogene Losung: Y, = C, x€ 2™ + C, xx xg 2™

YO:(Cl"‘szX) xe%’“




Beispiel:
ye- 8ye¢t 16y =0
| 2-84 +16=0

D=64- 64=0 - JD=0

| o=5=4

Fundamentalbasis der DGL:
y; = e und Y, = X Xeh

Allgemeine homogene Lésung: Yy = C, x@ + C, XX e

YO:(Cl"‘szX)’eM

D=a?- 4b<0

DieGl. | 2+al +b=0 besitzt jetzt konjugiert
komplexe L dsungen.

: a
| ,=a +jw a=-5
| ,=a- jw -a2+4b _+-a2+4b
W = =
4 2
_-at++-az+4p
| 1= 5
-a- ~-a?+4b

2 2



Die Fundamentalbasis der homogenen DGL besteht aus den
komplexen Zahlen:

yl — e(a + jw) % und y2 — e(a - jw)xx
oder aus den reellen Zahlen:
Y1 = €% x3n(W XX) und Y, = €% XCOS(W XX)

Allgemeine homogene L 6suna:

Yo = Cy 3@ % xsin(w xx) + C, et * Xxcos(W XX)

Yo = € *(C, xain(w xx) + C, xcos(w xx))

Beispiel:
yg+4yet13y =0
| 2+4] +13=0

D=16- 4X13=16- 52=-36<0

| 1=_4+2_36:-2+3j
I 2=_4_2_36=-2- 3]
damit a=-2 und w=3

Reelle Fundamentalbasis der DGL:

y 2% x5 n(3%xx und Y, = € 2% xCoS(3%X)

Yo = & 2%(C, xain(3xx) + C, xcos(3%x))



Beispiele:

D yer3ye 4y=0
| 2+3 -4=0
D=9+16=25 , /D=5

| 12_32+5:1 | 2:i2_52-4

Fundamentalbasis (FDB): Yy, =€X , Yy, =%
Allg. homogene Lésungder DGL Y, = C, %X + C, xg 4%

2)  y¢ 6y¢t9y=0

Allg. homogene L dsung: Yo = 3% ><(C1 +C, XX)

3) ygtrdyet20y=0

Allg. Losung: Yo = € 2%} C, xsin(4 xx) + C, xc08(4 XX)|



11.5.1.2 Inhomogene lineare DGL 2. Ordnung mit konstanten
Koeffizienten

yet+ ayet b= g(x)

Die algemeine LAsung dieser inhomogenen linearen DGL 2. Ordnung
ist als SUMME aus

- der algemeinen Losung yo(X) der zugehorigen
homogenen linearen DGL

ygt+aygtb=0

- und einer partikuléren L6sung der
iInhomogenen linearen DGL

Ya(X) = Yo(X) + Yp(X)




Beispidl:

ya+t 10yg- 24y =12x2 +14x+1]] Gl.(2)
yet ayet by = Ri(X) Polynom
9(¥)

1. Schritt:  Losung der zugehorigen homogenen Gleichung

ye+10y¢ 24y =0
| 2410l - 24=0

D=100+96=196>0 , /D=14

| 1:-102- 14_ 45
| 2:-102+14:2
Die FDB:
y, = €12 und Yy, = €7

Die algemeine L6sung der homogenen DGL erhalten wir durch
Linearkombination (y; + Y»)

Yo = G 7e 2% + C, X



2. Schritt:  Partikuléres Integral der inhomogenen DGL

Aus der Tabelle fur Ansdtze nehmen wir fr g(x) als Polynom
mit b=-241 0

yP - Qn(x)
aso Vp = @X2 + X+ a,

Dawir auch yp' und yp'’ brauchen, leiten wir zuerst ab

yP¢: 2a,X+ &y

ypz = 23,
und setzen die Ableitungenin die Gl.(1) ein.
2a, +102a,x + &) - 24(a,x2 +a,x + a,) = 12x2 + 14x +1
2a, + 20a,x +10a, - 24a,x? - 24a,x- 248, =12x?> +14x+1
- 24a,x2 +(20a, - 24a,)x +(2a, +10a, - 24a,) =12x2 +14x+1

K oeffizientenvergleich:

- 24a, =12U a
203.2 = 243.1 = 14y p al

l
23.2 +108.1- 24&0 :1 b

1
1
N, P N

&
I

N| =

Damitist Yp =- %xz - X-

yA:Clxe—12>9(+C2)ez><X_ %XZ_ X_%



Beispiel:

Y&t Yo 2y = 9(x)
| 2+]1 -2=0
D=1+8=9>0 ; /D=3
| ;=1 und | ,=-2

Damit FDB:
Y, = €X und Y, = € 2%

und die allgemeine L 6sung der homogenen DGL

Yo = G et +C, e 2



b

ya¢t+ Yo 2y = 9(x)

Als g(x) konnen folgende Storfunktionen auftreten:

Storfunktion L dsungsansatz Begrindung
9(x) ye(X)
da b=-210
1.] gXx)=10x+1 Yp = aiX + g Polynom Qn(x)
Tabdle: 1 vom Graden=1
da b=-210
2.10(X) =X*-4x+ 3| Yp= apX’ + ayx + a9 Polynom Qx(X)
Tabdle: 1 vom Graden =2
da c=4 und keine
3.| g(x)=3e&* Vvp=Ae® L ésung der charakt.
Tabelle: 2/1 Gleichung ist
| =1 und | =-2
da c=1 undeine
4. gX)=6¢€ yp = AX€" einfache Ldsung der
Tabelle:2/2 charakt. Gleichung ist
| =1
dac=1und eineLdsung
5. g(x) =x €& Yp = X € (ayX + ap) c+ijb =1+ >0
Tabelle: 4/2 = e + apX) P b=0, c=1

Ist eine Losung der
charakt. Gleichung

6. | g(X) =3sn(2x)
Tabelle: 3/1

Yp = AsSin(2x) +
B cos(2x)

jb=2]
Ist keine LOsung der
charakt. Gleichung




Berechnung der Integration der DGL
yet Yo 2y = 9g(x)

wenn g(X) die in der Tabelle 2 angegebene Funktion ist.

L ygt y¢ 2y =10x+1 Gl.(1/1)
Ansatz. )
Yo =8+ 2/
yol=a, ;/ in die GI.(1/1) eingesetzt
|
ypz =0 b

0+a, - ax+a,) =10x+1
- 2ax +(a, - 2a,) =10x +1

K oeffizientenvergleich:

Damit ist; Yp =-5x- 3

Diealg. Lésung der DGL (Y¢t+ Y¢- 2y = 10x +1) lautet:

Ya=Yot+tYp=C ¥+ G, xe#% - BX- 3




2. ye+ Yo 2y = X2 - 4X+3

Yp = @X* +ag X+ aou
L
¢_ ',

Gl.(1/2)

Vo = 28,X+ & Y indieGl.(1/2) eingesetzt

!
2 .
Yp =23 b

28, +2a,X + 3, - Aa,x2 +ax+a,) £ X2 -

- 2a,x2 +(2a, - 2a,)x+(2a, +a, - 2a,) = x2 -

K oeffizientenvergleich:

t- 2a, =1
I 2a, - 2q = -4
1 28, + & - 28, = 3
i1
| 2
(g, = >
172
I S
fP="7
Damit ist: ypz-%x2+gx-%

4x + 3

4x + 3

Dieallg. Lésung der DGL (Y¢tt+ Y¢- 2y = X? - 4x+ 3) ist

1,.3
Ya=YotYp =Cr@ +C e - Sx2+5X- 4

S




oo

Wenn die Storfunktion g(x) eine Exponentialfunktion ist

g(x) = e
In der Tabelle Kap. 11.5.1.2 Punkt 2

Unser Beispiel heilt dann

ygt y¢ 2y = 3%t Gl.(1)

je nachdem welchen Wert ¢ bei € hat, wahlen wir den
entsprechenden L osungsansatz.
Hierflr gibt es drei verschiedene Mdglichkeiten:

Die charakteristische Gleichung
| 241 -2=0
hat die L 6sungen l,=1 und | ,=-2
dh. c=4 istkeneLdsung der charakt. Gleichung.

In diesem Fall heil3t der Losungsansatz:
(Tabelle Kap. 11.5.1.2 Punkt 2/1)

Lys = Axet
damitin Gl.(1) | yp¢_ 4 X X
1yp = 4 xAxeP x4 =16 XA Xt

mit dem unbekannten Parameter A, der gefunden werden muf3.

16 XA x> + 4 xA x@¥* - 2 x A xgeP* = I xetX

)e4><x

ol

18xA=3 b A=Z b y,=

:Clxex_l_czxe—ZXX +%>e4xx




|

g(x) = €™ ist wieder eine Exponentialfunktion
diesmal in der Form

g(x)=6¢€"
Unser Rechenbeispiel heildt dann:

ygt Yo 2y = 6 Gl.(1)

d.h. c=1 isteneenfacheLosung der charakt. Gleichung.
| 2+] -2=0

In diesem Fall heil3t der Losungsansatz
(Tabelle Kap. 11.5.1.2 Punkt 2/2)

Lyp = Axxxex
inGl() | ypf: AxXex + xxe¥) = e { A+ Ax)
tye =X A+ Axx) + X xA=eX {2 xA+ AxX)

X {2 xA+ Axx) + < A+ AxX) - 2 XA XX XX = 6 X~

2XA+ AxX+ A+ AxXX- 2XAXX=6

3xA=6 b A=2 b Yp = 2 XX XeX

Allg. Losung der GI.(1) lautet:
Ya = Yo+ Yp = C X +C, xg 2% + 2 XX X~

Ya = (C, +2xx) xe + C, e 2




o

g(X) =x €
Wenn die Storfunktion g(x) aus dem Polynom Py(x) = (ax + b)
und der € - Funktion besteht, heif3t in Wirklichkeit die
Storfunktion:

9(x) = Ri(x) x> >ain(b xx)

oder

9(x) = Ri(x) e >xcos(b *x)
Der sin- oder cos-Term sind hierbei bei g(x) nicht enthalten.
Bei solcher g(x) gibt es zwei Félle:

- C+ jb ist keine Losung der charakt. Gleichung

- C+ jb istenel6sung der charakt. Gleichung

ygt Y 2y = X Gl.(1)

Wieist es bel unserem Beispiel?
Die charakt. Gleichung | 2+1 - 2=0 hat zwei L6sungen:
l,=1 und | ,=-2
c=1ist eine LOsung der charakt. Gleichung.
Also c+jb=1 p dh. b=0
n=1, daP,(X) =X P Pi(X) = aixx + a9

Damit heifdt der L 6sungsansatz
(Tabelle Kap. 11.5.1.2 Punkt 4/2)

Yo = x5 4 Q,(X) >sin(b ) + R,(x) xcos(b X))



fUr unser Beispidl:
Yo = X3 §Qu(X) 8in(0%x) + Ry(x) xc0s(0xx)|
Ve = X>@ { Ry(X) %c0s0)

Yp = X% XR(X) ; R(X) = a; X+ a

Yp = X X&* ><(alx + ao) Vorsicht ! Ableitung von 3 Fkt.

Y, = € Y ax2 + agx)

¢ o jialx2 +apX) + e Y 2a,x + a,) =

| 2=ex a X2 + 2a;X + apX + a)
iye =€ jalx2 + 28X + oX + 8) + €% { 280X + 28 + 8) =

T ze{ax? +dax+aX+2a, +2a,)
e {ax? + dagX + apX + 23, + 2a,) + € {ax? + 2a,X + apX + ) -
- 2xe* {ayX? + agx) = X xeX
Nach Division durch € und Ordnen der Glieder folgt:

6a, X +3q, + 28, = X

K oeffizientenvergleich liefert:

L
138, + 2&

ol
S
11
1
Ol

1
0 p &y



Somit ist

XC')
7]

ypzex’g%xz'%

eine partikulare Losung.
Allg. Losung der GI.(1) lautet:

a 106
YA=YO+ypzclxeX+Cz>e'M+é6X2' 9Xg

a 1 0
Ya = o6 X - gX*+ Cig@ +C, e




6. g(x) = 3 sin(2x)

Wir gehen wieder in die Tabelle Kap. 11.5.1.2 und unter
Punkt 3 links sehen wir die entsprechende Storfunktion g(x).

Die Gl.(1) helf3t:

ygt y¢ 2y =3x8n(2x)  Gl.(2)

Sie hat die Lésungen der charakt. Gleichung
| 2+1 -2=0
I 1=1 und I 5= -2

Essind zwei reelle Ldsungen, damit ist jb als konjugiert
komplexe LAsung keine Ldsung dieser Gleichung.

ib2jx da b=2 is

Damit heifdt der L 6sungsansatz
(Tabelle Kap. 11.5.1.2 Punkt 3/1):

Ve = Axain(b xx) + B xcos(b xx)

Yo = AX3IN(2X) + B xcos(2X)

damitinGlL(1) 1 y.¥= 2xAxcos(2X) - 2XBxsin(2x)

i
I
]
i
i
fye =-4xAxEN(2x) - 4xB xco8(2X)
- 4 XA xsiN(2X) - 4 XB xcos(2X) + 2 xAXc0os(2X) - 2 B xsin(2X) -
- 2XAx3N(2X) - 2 xB xcos(2x) = 3xsin(2x)



Ordnen der Glieder nach Sinus- und K osinusfunktion

(- 6xA- 2xB) xsin(2x) + (2 xA- 6xB) xcos(2x) = 3xsin(2X)

K oeffizientenvergleich liefert:

- 6A - 2B
2A - 6B

N R

Die partikuldre L 6sung lautet:

9 . 3
Ye =- 55 X5iN(2x) - 20 XCOS(2X)

Die algemeine LGsung lautet:

9 . 3
Ya= Yot Yp =C e + G, xe 2% - 2—O><S|n(2X)- 2—O>COS(2X)




