
Lösungen zu TM II

Aufgabe 7.1

vi δij =

j = 1 : v1 δ11 + v2 δ21 + v3 δ31

v1 · 1 + v2 · 0 + v3 · 0 = v1

j = 2 : v1 δ12 + v2 δ22 + v3 δ32

v1 · 0 + v2 · 1 + v3 · 0 = v2

j = 3 : v1 δ13 + v2 δ23 + v3 δ33

v1 · 0 + v2 · 0 + v3 · 1 = v3

Aufgabe 7.2

(
∂vi

∂xj

)2

=
∂vi

∂xj

∂vi

∂xj

=
∂v1

∂xj

∂v1

∂xj

+
∂v1

∂xj

∂v1

∂xj

+
∂v1

∂xj

∂v1

∂xj

=
∂v1

∂x1

∂v1

∂x1
+

∂v1

∂x2

∂v1

∂x2
+

∂v1

∂x3

∂v1

∂x3
+

+
∂v2

∂x1

∂v2

∂x1
+

∂v2

∂x2

∂v2

∂x2
+

∂v2

∂x3

∂v2

∂x3
+

+
∂v3

∂x1

∂v3

∂x1
+

∂v3

∂x2

∂v3

∂x2
+

∂v3

∂x3

∂v3

∂x3

=

(
∂v1

∂x1

)2

+

(
∂v1

∂x2

)2

+

(
∂v1

∂x3

)2

+

+

(
∂v2

∂x1

)2

+

(
∂v2

∂x2

)2

+

(
∂v2

∂x3

)2

+

+

(
∂v3

∂x1

)2

+

(
∂v3

∂x2

)2

+

(
∂v3

∂x3

)2
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Aufgabe 7.3

E(4) =: Eijkℓ ei ej ek eℓ , ǫ
(2) =: εmn em en

E(4) : ǫ
(2) = (Eijkℓ ei ej ek eℓ) : (εmn em en)

= Eijkℓ εmn ei ej ek eℓ : em en

= Eijkℓ εmn δkm ei ej eℓ · en

= Eijkℓ εkn ei ej δℓn

= Eijkℓ εkℓ ei ej
︸ ︷︷ ︸

Tensor 2.Stufe

Die tensorielle Multiplikation zwischen einem Tensor 4. Stufe und einem Tensor
2. Stufe ergibt wegen 4 + 2 = 6 einen Tensor 6. Stufe. Aufgrund der zweifach
verjüngenden Multiplikation (ι = 2) ist aber entsprechend

4 + 2 − 2 ι = 6 − 2 · 2 = 2

ein Tensor 2. Stufe zu erwarten!

Aufgabe 7.4

σ∗

kℓ = aki aℓj σij

= ak1 aℓ1 σ11 + ak1 aℓ2 σ12 + ak2 aℓ1 σ21 + ak2 aℓ2 σ22

σ∗

11 = a2
11 σ11 + a11 a12 σ12 + a12 a11 σ21 + a2

12 σ22

= cos2 ϕ σ11 + 2 cosϕ sin ϕ σ12 + sin2 ϕ σ22

σ∗

22 = sin2 ϕ σ11 − 2 cosϕ sin ϕ σ12 + cos2 ϕ σ22

σ∗

12 = σ∗

21 = cosϕ sin ϕ
(
σ22 − σ11

)
+

(
cos2 ϕ − sin2 ϕ

)
σ12

σkℓ = a∗

ki a∗

ℓj σ∗

ij = aik ajℓ σ∗

ij

(
vgl. (7-23) !

)

= a1k a1ℓ σ∗

11 + a1k a2ℓ σ∗

12 + a2k a1ℓ σ∗

21 + a2k a2ℓ σ∗

22

σ11 = a2
11 σ∗

11 + a11 a21 σ∗

12 + a21 a11 σ∗

21 + a2
21 σ∗

22

= cos2 ϕ σ∗

11 − 2 cosϕ sin ϕ σ∗

12 + sin2 ϕ σ∗

22

σ22 = sin2 ϕ σ∗

11 + 2 cosϕ sin ϕ σ∗

12 + cos2 ϕ σ∗

22

σ12 = σ21 = cosϕ sin ϕ
(
σ∗

11 − σ∗

22

)
+

(
cos2 ϕ − sin2 ϕ

)
σ∗

12
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Aufgabe 8.1

t =
1

3





−4
1

10



· 100 MPa , ‖t ‖ = 360,5 MPa

Aufgabe 8.2

a) I1 = 7 · 102 MPa , I2 = 7 · 104 MPa2 , I3 = −15 · 106 MPa3

b) σI = −1 · 102 MPa , σII = 5 · 102 MPa , σIII = 3 · 102 MPa

c) nI =
1√
3





−1
−1

1



 , nII =
1√
6





1
−2
−1



 , nIII =
1√
2





1
0
1





d) t =
1

3





10
30
35



· 10 MPa

Aufgabe 8.3

σI =
(
3 +

√
5
)
· 102 MPa = 523,6 MPa

σII =
(
3 −

√
5
)
· 102 MPa = 76,4 MPa

σIII = 0

Da zwei Hauptspannungen 6= 0 sind, die dritte aber = 0, liegt ein ebener Span-
nungszustand vor! Die Eigenwerte sind die o.g. Hauptspannungen.

Aufgabe 8.4

a) σI = 241,4 MPa , σII = −41,4 MPa , α = 22,5°

b) σI = 60,5 MPa , σII = −660,5 MPa , α = 28,16°
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Aufgabe 8.5

(σx = 5,15 MPa) , σ = 4,23 MPa , |τ | = 1,973 MPa



Lösungen zu TM II (V 0.1) Prof. Dr.-Ing. F. Mestemacher 5

Aufgabe 10.1

εx = 1
E

[
σx − ν (σy + σz)

]
= 1,76 · 10−3

εy = 1
E

[
σy − ν (σx + σz)

]
= −0,095 · 10−3

εz = 1
E

[
σz − ν (σx + σy)

]
= −0,71 · 10−3

γxy = 2 1
E

(1 + ν) τxy = 2,48 · 10−3

ǫ =








1,76 1,24 0

1,24 −0,095 0

0 0 −0,71







· 10−3

Aufgabe 10.2

a) σx = −E α ∆ϑ (σx = σy = 0 !)

b) εξ = 1
4 (1 + ν) α ∆ϑ

εη = 3
4 (1 + ν) α ∆ϑ

Aufgabe 10.3

σI = 130 MPa , σII = −210 MPa , σIII = 0

σV = max
[∣
∣σI − σII

∣
∣ ,

∣
∣σII − σIII

∣
∣ ,

∣
∣σI − σIII

∣
∣

]

=
∣
∣σII − σIII

∣
∣ = 340 MPa

σzul =
σF

SF
=

650 MPa

2
= 325 MPa

Wegen σV > σzul liegt hier keine 2-fache Sicherheit gegen Fließen vor.

Aufgabe 10.4

Tresca : σ =
√

σ2
F − 4 τ2 = 76,8 MPa

Huber-v.Mises : σ =
√

σ2
F − 3 τ2 = 164 MPa
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Aufgabe 11.1

a) Bereich I : x = 0 (Lager A) bis x = ℓ (Kraft F )

Bereich II : x = ℓ (Kraft F ) bis x = 2ℓ (freies Ende)

Die Biegelinien ergeben sich zu

wI(x) =
F ℓ

2 EIy
x2 für ∀ x ∈ [0, ℓ ] ,

wII(x) =
F ℓ3

6 EIy

[

−
(x

ℓ

)3

+ 6
(x

ℓ

)2

− 3
x

ℓ
+ 1

]

für ∀ x ∈ [ℓ, 2ℓ ] .

b)

Es gibt keine Singularitäten zwischen x = 0 und x = ℓ, daher nur ein Bereich. Die
Biegelinie lautet

w(x) =
q0 ℓ4

360 EIy

[

3
(x

ℓ

)5

− 10
(x

ℓ

)3

+ 7
x

ℓ

]

für ∀ x ∈ [0, ℓ ] .

c)

Auch hier gibt es keine Singularitäten zwischen x = 0 und x = ℓ, und somit nur
einen Bereich. Die Biegelinie lautet

w(x) =
q0 ℓ4

360 EIy

[

−3
(x

ℓ

)5

+ 15
(x

ℓ

)4

− 30
(x

ℓ

)3

+ 30
(x

ℓ

)2
]

für ∀ x ∈ [0, ℓ ] .

d) Bereich I : x = 0 (Lager A) bis x = ℓ (Sprung),

Bereich II : x = ℓ (Sprung) bis x = 2ℓ (freies Ende).

Die Biegelinien lauten hier

wI(x) =
q0 ℓ4

24 EIy

[ (x

ℓ

)4

− 12
(x

ℓ

)3

+ 42
(x

ℓ

)2
]

für ∀ x ∈ [0, ℓ ] ,

wII(x) =
q0 ℓ4

24 EIy

[

2
(x

ℓ

)4

− 16
(x

ℓ

)3

+ 48
(x

ℓ

)2

− 4
x

ℓ
+ 1

]

für ∀ x ∈ [ℓ, 2ℓ ] .
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Aufgabe 11.2

a) Bereich I : x = 0 (Lager A) bis x = ℓ (Ende q(x))

Bereich II : x = ℓ (Ende q(x)) bis x = 2ℓ (Kraft F )

Bereich III : x = 2ℓ (Kraft F ) bis x = 3ℓ (Lager B)

Die Biegelinien ergeben sich zu

wI(x) =
ℓ3

EIy

[
q0 ℓ

24

(x

ℓ

)4

− 1

6

(
F

3
+

5

6
q0 ℓ +

M

3ℓ

) (x

ℓ

)3

+

+

(
4

9
F +

25

72
q0 ℓ +

M

2ℓ

)
x

ℓ

]

für ∀ x ∈ [0, ℓ ] ,

wII(x) =
ℓ3

EIy

[
1

6

(

− F

3
+

q0 ℓ

6
− M

3ℓ

) (x

ℓ

)3

− q0 ℓ

4

(x

ℓ

)2

+

+

(
4

9
F +

37

72
q0 ℓ +

M

2ℓ

)
x

ℓ
− q0 ℓ

24

]

für ∀ x ∈ [ℓ, 2ℓ ] ,

wIII(x) =
ℓ3

EIy

[
1

6

(
2

3
F +

q0 ℓ

6
− M

3ℓ

) (x

ℓ

)3

−
(

q0 ℓ

4
+ F

) (x

ℓ

)2

+

+

(
22

9
F +

37

72
q0 ℓ +

M

2ℓ

)
x

ℓ
− 4

3
F − q0 ℓ

24

]

für ∀ x ∈ [2ℓ, 3ℓ ] .

b)

Es gibt keine Singularitäten zwischen x = 0 und x = ℓ, daher nur ein Bereich. Die
Biegelinie lautet

w(x) =
q1 ℓ4

360 EIy

[

3

(
q2

q1
− 1

)(x

ℓ

)5

+ 15
(x

ℓ

)4

− 10

(
q2

q1
+ 2

) (x

ℓ

)3

+

+

(

7
q2

q1
+ 8

)
x

ℓ

]

für ∀ x ∈ [0, ℓ ] .
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Aufgabe 11.3

a) Bereich I : x = 0 (Lager A) bis x = ℓ (Kraft F )

Bereich II : x = ℓ (Kraft F ) bis x = 2ℓ (Lager B)

Die Biegelinien und Lagerreaktionen ergeben sich zu

wI(x) =
F ℓ3

12 EIy

[

−
(x

ℓ

)3

+
3

2

(x

ℓ

)2
]

für ∀ x ∈ [0, ℓ ] ,

wII(x) =
F ℓ3

12 EIy

[(x

ℓ

)3

− 9

2

(x

ℓ

)2

+ 6
x

ℓ
− 2

]

für ∀ x ∈ [ℓ, 2ℓ ] ,

Antragung:

A = 1
2 F ↑

B = 1
2 F ↑

MA = 1
4 F ℓ x

MB = 1
4 F ℓ . y

b) Bereich I : x = 0 (Lager A) bis x = ℓ (Lager B)

Bereich II : x = ℓ (Lager B) bis x = 2ℓ (Lager C)

Die Biegelinien und Lagerreaktionen ergeben sich zu

wI(x) =
F ℓ3

48 EIy

[

2
(x

ℓ

)4

− 3
(x

ℓ

)3

+
x

ℓ

]

für ∀ x ∈ [0, ℓ ] ,

wII(x) =
F ℓ3

48 EIy

[

2
(x

ℓ

)4

− 13
(x

ℓ

)3

+ 30
(x

ℓ

)2

− 29
x

ℓ
+ 10

]

für ∀ x ∈ [ℓ, 2ℓ ] ,

Antragung:

A = 3
8 q0 ℓ ↑

B = 5
4 q0 ℓ ↑

C = 3
8 q0 ℓ . ↑


